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Meinen umfangreichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematik, der Be 


ei 


Technischen- und Natur-Wissenschaften nach allen Richtungen hin 
weiter auszubauen, ist mein stetes durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter dieser Gebiete von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagskatalog zeigt, und ich hoffe, daß bei gleicher 
Unterstützung seitens der Gelehrten und Schulmänner des In- und Auslandes 
auch meine weiteren Unternehmungen Lehrenden und Lernenden in Wissen- 
schaft und Sel 
diegener A 
auch schon gleiche oder ähnliche Werke über denselben Gegenstand in 
a aa e nn Aut fiir Ben willkommen sein. 
















EN der Mathematischen 
7 Bänden die Arithmetik und Algebra, 
‚chanik, die Physik, die ‚Geodäsie und 
ehandelt und in einem‘ Schlußband 
besprechen wird. Eine französische 
kern besorgt, hat zu erscheinen begonnen. 
sich die mathematischen und natur- 
h Verlags, als da sind: Die Mathe- 
ca Mathematica. (Zeitschrift für Ge- 
}haften), das Archiv der Mathematik 
mr Deutschen Mathematiker-Vereini- 
muuhematik und Physik (Organ für 
e Zeitschrift für mathematischen und natur-. 

is nen Unterricht, die Mathematisch- naturwissenschaft- 
lichen Blätter, ferner Natur und Schule (Zeitschrift für den gesamten natur- 
kundlichen Unterricht aller Schulen), die Geographische Zeitschrift u. a. 

- Seit 1868 veröffent iche ich: „Mitteilungen der Verlagsbuchhandlung 

SB; G. Teubner“. Diese jährlich zweimal erscheinenden „Mitteilungen“, die 
in 30000 Exemplaren im In- und Auslande von mir verbreitet werden, sollen 
das Publikum, das meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den er- 


























schienenen, unter der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unter- 


nehmungen des Teubnerschen Verlags durch ausführlichere Selbstanzeigen 
der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mitteilungen werden jedem In- 
teressenten auf Wunsch regelmäßig bei. Erscheinen umsonst und 
Rostfrei von mir Abstacndt. Das ausführliche „Verzeichnis des Verlags 


von B. &. Teubner auf dem Gebiete der Mathematik, der Technischen- Y 


und Natur-Wissenschaften nebst Grenzgebieten‘ (100. Ausgabe. [XLVIN 
.u. 272 8.] gr. 8. 1904. vergriffen) erscheint im Frühjahr 1908 in neuer 
Auflage mit eingehender alphabetischer und systematischer Bibliographie 


und einem Gedenktagebuch für Mathematiker. Wünsche um Zusendung, E 


die kostenfrei erfolgt, nehme ich jederzeit gern entgegen. 


Leipzig, Poststraße 3. B. @. Teubner. 


M.V b. 50: 807. 


nule jederzeit förderlich sein werden. Verlagsanerbieten ge- 
Arbeiten auf einschlägigem Gebiete werden mir deshalb, wenn 
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Vorrede, 


« Was ist im Grunde genommen die Theorie der Determinanten ? Es 
ist eine über der Algebra stehende Algebra, ein Rechnungsverfahren, 
welches uns in den Stand setzt, die Resultate der algebraischen Opera- 
tionen zu combinieren und dieselben vorauszusagen, ähnlich wie wir uns 
mit Hülfe der Algebra der Ausführung der besonderen Operationen der 
Arithmetik entheben können » (Sylvester). 

Die Theorie der Determinanten wurde von Leibniz um das Jahr 1693 
erdacht und von Cramer im Jahre 1750 zum zweiten Mal erfunden; sie 
wurde iin einer mehr oder weniger bewussten Weise von B6zout, Van- 
dermonde, Laplace, Lagrange, Gauss und Wronski angewandt. Im 
Jahre1812 wurde endlich diese fruchtbare Lehre in den Händen Cauchy’s 
ein hervorragender Zweig der Algebra. Nach ihm haben sie Jacobi, 
Cayley, Sylvester, Hermite, Clebsch, Gordan und andere Mathe- 
matiker unserer Zeit zur Grundlage und zum Hülfsmittel der schönsten 
Untersuchungen der modernen Mathematik gemacht. 


Diese Schrift ist eine Einleitung zu den ausgezeichneten Lehrbüchern 
von Brioschi, Baltzer, Salmon, Gordan, Günther, Scott, Muir, 


‘ Suarez und Gascö. Der Leser wird auf dem kürzesten, wo nicht dem 


leichtesten, Weg in die wichtigsten Lehren dieser neuen Algebra 
eingeführt. 

Wir haben bei der Abfassung dieser Schrift, ausser verschiedenen 
speciellen Abhandlungen und manchen Handbüchern der Algebra, die 
analogen Werke von Brioschi, Baltzer, Diekmann, Dölp, Dostor, 
Falk, Fontebasso, Garbieri, Hattendorf, Hesse, Janni, Mellberg, 
Muir, H. Müller, E. Pascal, Gordan, Reidt, Salmon, Schering,Scott, 
Studnicka, Suarez und Gascö zu Rate gezogen. Diese Auflage, welche 
gleichzeitig in französischer Sprache erscheint, enthält verschiedene 
Verbesserungen und Einzelheiten, die sich theilweise in der vierten (der 


dritten französischen) und der fünften (der zweiten deutschen Auflage) 


befanden. In einem Anhang fügen wir noch verschiedene Uebungs- 
aufgaben hinzu. 
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Wie in den frühern Auflagen beginnt unser Buch mit einem vorläu- 
figen Kapitel, welches die Anfänger in die Determinantentheorie ein- 
führen soll durch eine sehr elementare Entwickelung der Haupteigen- 
schaften und ersten Anwendungen zwei- oder dreizeiliger Determinanten. 
Dieses Kapitel ist ein Auszug unserer Zinleitung in die Theorie der 
Determinanten. 

Wir haben die schwierigen Stellen dieses Werkchens mit einem oder 
zwei Sternchen bezeichnet. Anfänger thun wohl bei erster Lesung die 
Nummern 6 und 11 der Elemente ohne Beweis anzunehmen und die SS II 
und III der Kapitel II und III, sowie alle mit einem oder zwei Sternchen 
bezeichneten Nummern zu überschlagen. 


Wir sprechen unseren lebhaften Dank unseren Mitarbeitern aus : 
Herrn Professor Dr. S. Günther, welcher die Güte hatte, durch ein 
Vorwort in der Auflage von 1879 diesem Werkchen den Weg nach 
Deutschland zu bahnen, Herrn Professor Dr. Horn, dem Uebersetzer 
der ersten Auflage, sowie auch unsern Freunden, dem Dechanten von 
Echternach, Herrn B. I. Clasen und dem Lütticher Professor, Herrn 
J. Neuberg, welche die Zusätze der späteren Ausgaben übersetzt 


haben. 
D'. P. Mansion. 


EINLEITUNG. 


I. Zweizeilige Determinanten. System zweier linearen 
Gleichungen. 
1. Deierminante von vier Elementen. Der Ausdruck 
r= Aıb2 — Arbı 
wird auf verschiedene Weisen bezeichnet, nämlich 


dı b, 
a. bn 








=! #abe.—(aıb2) — |a,Öb| 


und heisst die Determinante der Elemente (aı, bı), (az, d:). Das Glied 
(Term) «: b. ist das Zauptglied (Hauptterm) von r; die mit den Strichen 
obiger Tafel, die alle Elemente enthält, gleichlaufenden Linien heis- 
sen die senkrechten Linien oder die Colonnen, die andern die horizontalen 
Linien oder die Zeilen. 


Bildungsgesetz von r. Die Determinante r ist gleich der Differenz 
der Producte der diagonal sich gegenüber stehenden Elemente, wobei 
das Hauptglied das Zeichen 4 hat. Demnach ist 








DENE 
IL. — 9,4 — (-5)8 = 36 + 40 176. 
5 4 
} ind 
Lie ern — sing cosb — sindcosa—= sin (a — b). 


cosa cosb 








Anmerkung. Jedes Glied einer Determinante von vier Elementen 
enthält je ein Element aus jeder Colonne und jeder Zeile. 


Vebungsaufgaben. 1. Man berechne die Determinanten 











b. | 
in 70 1a, 44 ma; w m 
6 | RER A N, be 
da — 
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2, Eine Determinante zu suchen, die = Oist, wenn a:b=c:d, 


AEu ; VRR 


3. Man gebe die Form einer Determinante der Quantität «, welche folgender 
Relation genügt : 


1 & 
an? + 22y+ co? = z (ax + by)’ + r y 


2%. Elimination einer Unbekannten aus zwei linearen Gleichungen. 
Allgemeiner Fall: Die Coeficienten der Unbekannten sind nicht beide 
gleich Null. Es seien die Gleichungen 

az=bı, oder az—bıh—=0, (1) 

2 —=b oder a2 —b=(, (2) 
in welchen wir annehmen, dass einer der Coeflcienten qı, @. der Unbe- 
kannten, z. B. @ı, nicht null sei. Wir wollen untersuchen, in welchem 
Falle der Wert von @=aı : db, gemäss der ersten Gleichung auch der 
zweiten entspreche, oder in andern Worten (2) mit (1) verträglich sei. 
Multiplicieren: wir die erste mit a., die zweite mit — a, und addieren 
wir beide, so ergiebt sich 


— 02 (aı® — bi) + aı (a: — be) = (0, (3) 
das heisst : 


r oder aa — aadbı oder 





A bi 
| —(. . (8) 
(da ba 


Die Gleichungen (1) und (2) haben also als Folge (3) oder (3’); (3°) ist 
mithin eine Relation, welche zwischen qı, dı,.@a, d, bestehen muss, wenn 
(2) mit (1) verträglich sein soll. Diese notwendige Bedingung ist auch eine 
hinreichende, denn man kann (2) ableiten von (1) und der Identität (3). 

Die Determinante r heisst die Zliminante, und r = die Resultante 
des Systems der Gleichungen, oder des äquivalenten Systems der 
homogenen linearen Gleichungen 


aux —+dıY =0, 2X + b:Y =(, (19; (2’) 
welches sich aus dem obigen ergiebt, wenn man dieses multipliciert mit 


einer beliebigen Zahl Y, die nicht null ist, und dann setztzY - X = 0 


oder = — = . Man hat übrigens 


xX:ı—- Y=b,:d =be: de. 


Gemäss diesen Auseinandersetzungen ist also die Eliminante zweier 
linearen Gleichungen (1) und (2) die Determinante der Coeficienlen der 
Unbekannten und der bekannten Z ahlen, oder einfach der Coeficienten, 
wenn man die Gleichungen in der Form homogener Gleichungen (1’), 
(2) dargestellt hat. Ist die Eliminante r, so ist r — 0 die Resultante. 


a RR 


Anmerkungen. I. Obige Resultate lassen sich folgenderweise 
zusammenfassen. Wenn die Gleichungen (l) und (2) compatibel sind, 
d. h. wenn beiden ein und derselbe Wert von x entspricht, so besteht 
zwischen ihnen eine lineare Relation, nämlich (3). Dividieren wir diese 
Relation durch a, und setzen wir 

0, = maı, (4) 
so ergiebt sich nach einigen Transpositionen 
0:02 — b2ı = Mm (a2 — bı). 
Dieselbe Relation (3) unter der Form (3’) führt ebenfalls zu 


b, -- bi oder b»— mb. (5) 
I} 


Umgekehrt lässt sich leicht von (4) und (Ö) die mit (3) und (3°) äquiva- 
lente Relation (3’’) ableiten. In andern Worten, bestehen (4) und (5), so 
ist (2) compatibel mit (1); zwischen (1) und (2) besteht eine lineare 
Relation und a, d&, — a; bi =. 

Il. Ist a: = 0, so verlangt die Bedingung der Compatibilität (3’), dass 
db. = 0; die Gleichung (2) ist also O.= = 0 und der Gleichung (2) wird 
Genüge geleistet durch den Wert von z der Gleichung (1), aber nicht 
alle Werte von # nach der Gleichung (2) entsprechen der ersten. Es 
sind zwar (1) und (2) compatibel, aber nicht äquivalent. 

3. Auflösung zweier linearen Gleichungen. Allgemeiner Fall : 
die Determinante der Coeficienten der Unbekannten ist nicht null. 
Haben wir 

aa -tdby=—=Ccı, 02:0 4 by = 05, (1) 
und multiplicieren wir diese Gleichungen respective zuerst mit db, und 
— d,, und dann mit — a, und a, und addieren wir diese Resultate, so 
erhalten wir 

(ab — a:dı) 2 = Cıba — Cadı, (Aıba — Azbı) y = Aıla — Qalı, 


woraus sich ergiebt 








ur cı -Cı | 
02 b2 | d2 Ca 
Be I nor er 2 
% a bi , Y ai bi | ( ) 
Ada ba | ad. bz 








Der Nenner von © und y ist die Determinante, welche aus den Coeficien- 
ten der Unbekannten besteht; der Zähler ist die Determinante, welche 


a ER 


sich ergiebt, wenn man im Nenner die Coeficienten von & und y durch die 
zweiten Glieder der Gleichungen erselzt. 

Es bleibt uns noch, wie Gauss bemerkt, zu prüfen, ob die gefun- 
denen Werte von © und y den Gleichungen (1) und (2) genügen. 
Wenn wir z und % durch diese Werte ersetzen, so werden diese 
Gleichungen : 


Aı (Cıba = C2b,) —- bi (aıcz ar; Q:Cı) = 


Aıba — Asdı 
a2 (Ciba — cabı) + be (ai — azCı) 
aıb2 — a:bı ch 


oder, wenn wir nach c, und c> ordnen, 


(ab — ab) roland —andı) _, d.h. c C 
m nf, . . 1077 


aıb2 — ardı 
cı (@a2da — Q2b3) + 62 (aıbda — abi) _ 3 
aıba — Asbı 


Es lösen also die Werte (2) in unserm allgemeinen Falle die Glei- 
chungen (1). " 
Beispiel III. Auflösung der Gleichungen 
a: +-11y=5, 84 10y = 4. 
Es ergiebt sich unmittelbar 
Dei 9 11 


ei ai 











Be Is ol- 


= 
A Kr Sr 





4. Homogene Gleichungen. 1° Mit zwei Unbekannten. Wenn u, =. —(, 
sind die Gleichungen homogen und geben als einzige Auflösung —= (0, 
y =0 in unserm Falle, wo @dıda — Ardı nicht null ist. 

2° Mit drei Unbekannten. Setzen wir Ze +- X =0, Zzy+-Y=0, wo 
Z eine beliebige Zahl, jedoch nicht Null, ist. Multiplicieren wir die 
Gleichungen (1) mit Z, so stellen sie sich darin der homogenen Form 


4X + bıY + GZ= Ö, AsX — b2Y —- GZ—(. 


Statt zu den Gleichungen (2) führen diese Gleichungen nach einigen 
Transformationen zu 


u u —— 

















Be en 


Es sind also X, — Y, Z proportional zu den Determinanten, die sich 
ergeben durch die Tilgung der l!, 2te", und 3!X Colonne der Tafel 


Aı bi Ci 














da bzo 6 


der Coeflicienten der homogenen Gleichungen. 


II. Dreizeilige Determinanten. 


5. Deierminante von neun Elementen. Der Ausdruck 
R = a1b205 4 bi6205 + CıQ2d3 — Cıb2Qs — Qıtadbs — diQacz 
wird folgendermassen bezeichnet : 


| GP DBEcı 
R= a bb & |=3Habao; — (ab) | Q; d, c|, 
O3 d5 6 


und heisst die Determinante der Hlemente (ai, bı,Cı), (@2, d2,C2), (Qs, 85, 65)» 
Das Glied aı b2 c; ist das Z/aupiglied von R; die mit den Strichen 
parallel laufenden Linien der Tafel der Elemente heissen senkrechte 
 Zinien oder Colonnen, die andern horizontale Linien oder Zeilen. 

Bildungsgesetz von R. Man setzt in Gedanken oder in Wirklichkeit 
rechts neben die dritte Colonne die zwei ersten, oder auch unter die 
dritte Zeile die zwei ersten Zeilen : 


ar di Gı | a bi ar di cı 

a2 b2 Ca | a2 ba a2 ba ca |; 

A; Ds C5 A; b5 As ds 65 
aı bi cı 
ü2 ba Ce 


Man berechnet dann die sechs Producte der drei Elemente, welche auf 
Linien liegen, die mit den zwei Diagonalen parallel laufen, ohne sich um 
die kürzern parallelen Linien von zwei oder nur einem Elemente zu 
kümmern. Vor das Hauptglied und die übrigen Producte der von oben 
links nach unten rechts laufenden Linien setzt man das Zeichen -L-, vor 
die andern das Zeichen — (Sarrus). 
ea 
IV. Be 2.6.3 + (-1) (-3). 11.4.2 Be 


—1.6.1— 2(-3)2 — 3:4 (-1 
123 (3) -1) 


N 


NUNG 
v. hb f | =abe-+2fgh— af — bg? — cht. 
EL G 
0cb 0-5 a bo 
V.|ce 0 a|=2abc,|-ce O-a | =2abe,  -a db m |=Aabe. 
ba o0 b-ua O -a -bc 


Anmerkung. Jedes der sechs Glieder einer Determinante von neun 
Elementen enthält je ein Glied aus jeder Colonne und jeder Zeile. 
Vebungsaufgaben. 4. Man berechne die Determinanten 



































DENE DB 1 0 BEN IE) DIT 0 a0 
GE 2752 an Ich ao db), 0 ch 
«129.99 016 e fo EDEN 0 8 
a0 DD 0a Dean ale? a» € 
07e7 07 [8,09 We | MEI 2 7 - DRDES a 
REDANE -b -c O -b-1 © 0-1 a cab 





























5. Man gebe folgenden Polynomen die Form von Determinanten : 
ad, —byag + Azad; — dan; taz, —aıb;; a +53 +c® — Babe; 
abce-+am?:--bn?-+cp?; 20° — 2° — pp’. 

6. Zu beweisen, dass 
BERN 
Kot 
IrJuk: 

6. Beziehungen zwischen den Delerminanten von vier und von neun 
Elementen. Man hat 


DIT. 


fe =), 


— - (bg =ch)?, wenn 























m 7) m 0 O0 
0) Aı b; = m = 2 dı bi 9 
Aa da 
0 a: be ua, b 
und im besondern 
l 100 
Aı bi En 
d —=|0 4ı bi 12220) b, ’ 
we Ö da Da u da b> 


für willkürliche Werte von 2,y,2,u. Man kann also einer Determi- 
nante von vier @liedern die Form einer Determinante von neun Gliedern 
geben, und in einzelnen Fällen auch umgekehrt. 

Ersetzt man, wie man mitunter zu thun pflegt, die willkürlichen 
Elemente durch Sternchen, so hat man 

| ax x | 

Rey hen: 
00, 8% 


= je 
Sind also alle zu derselben Seite der Diagonale einer Determinante gele- 
genen Elemente = 0, so reduciert sich diese Determinante auf ihr 
Haupiglied. 
Umgekehrt lässt sich das Product adf auch unter der Form einer 
neungliedrigen Determinante darstellen : 
Wk x GB X 


en 
0 RE: 


III. Eigenschaften der Determinanten. 


9. Erste Eigenschaft. Um eine Determinante mit m zu mullipli- 
cieren oder durch m zu dividieren, multipliciert man die Elemente irgend 
einer Zeile oder einer Colonne mit m oder dividiert dieselben durch m. 
Erster Beweis : Man prüfe für alle Fälle das Resultat dieser Operationen. 
Zweiter Beweis : Auf diese Weise wird jedes Glied der Determinante 
mit 2 multipliciert oder durch m dividiert, da jedes Glied (N" 1 und 
2, Anmerk.)je ein und nur ein Element jeder Colonne, so wie jeder 
Zeile als Factor enthält. 

Zusätze. I. Haben alle Elemente einer Colonne oder einer Zeile 
einen gemeinschaftlichen Factor, so kann man sie durch denselben divi- 
dieren unter der Bedingung, dass man die neue Determinante mit diesem 
Factor multipliciert. 

Il. Um eine Determinante mit (— 1) zu multiplicieren oder durch 
(— 1) zu dividieren, genügt es die Zeichen der Elemente einer Colonne 
oder einer Zeile zu ändern. 

Beispiele : 

a dı 6 


—- maıbaC; -- mb ıC2Q;5 -- MCıQabs 


— Meıb2as — Marcabs — mbıdalz 


VII. | maz mbz2 mcz 





as Ds 6 
28 18 24 Bear 
BIEErI27 27712) = 2.3.4.2.3.5.|2 3 1| = 2.3.4.2.3.5 (—13), 
a5 AU a Le 2 
Uebungsaufgaben. 7. 
dı bi Ci 4, -di Ci 
R=|ia Bical=|-As : Ds -(6: |; 
A: 53 6; ds -Ds Cs 














Zu beweisen, indem man eine Colonne und eine Zeile durch (—1) multipliciert. 


an 


8. Man beweise die folgenden Relationen : 


























a RN lıen 703 [FR a ı) a Vb 0 
a Lb)=|12 2, as 1 =/ Va oa ya 
ad 1 ec Leer 0 5 4; 0 Vb; a 
a l 1 1 
9. I. | de aße ab, 
rerszi, Wege 
ABC 7 7 


8. Zweite Eigenschaft. /n einer Determinanlte kann man die 
Colonnen in Zeilen und die Zeilen in Colonnen umändern. Denn 


dı Az 0; 
-- Aıbacs + Q2bzcı _ AzdıCa] 
a - R. 
— Azbacı — Aıdsca — QAabıcz 
Cı Ca 6 


Anwendung. Folgende (sogenannte hemisymmetrisehe) Determinante 


DS hir 
1x; +0 alist=ßd, 
-b-a 0 
denn sie verändert ihren Wert nicht, wenn man alle ihre Zeilen 
mit (— 1), sie selbst also mit (— 1)? — — 1 multipliciert. 


9. Dritte Eigenschaft. Zine Determinante ändert ihr Zeichen, wenn 
man zwei Colonnen oder zwei Zeilen mit einander vertauscht . So ist 


6 ds, a 
+ c1b24; -H Dı@205; + QAıcabs 

C2 Da da | = = —R, 
— Aıdacs — CıQads — dilaQs 

Cz Ds Qz 


und ebenso für jede der fünf andern möglichen Vertauschungen von 
Colonnen oder Zeilen. 

Zusatz. Der Wert einer Determinante von neun Elementen wird nicht 
verändert, wenn man zwei Zeilen und zwei Colonnen mit einander ver- 
tauscht, oder wenn man die erste Zeile oder die erste Colonne als die letzte 
anschreibl. was auf dasselbe hinausläuft, als wenn man die erste mit der 
zweiten und dann diese zweite mit der letzten vertauscht. Dadurch wird 
nämlich das Zeichen zweimal verändert, d. h. keine Veränderung her- 
vorgebracht. Also 

6 db as bı 6 4 bı Ca 4: 
R = |: dolasl =: I al = G 


c .d a 3 6 bı c a- 


m 10 


410. Vierte Eigenschaft. Zine Determinante ist = 0, wenn sie zwei 
gleiche Zeilen oder Colonnen enthält. Erster Beweis: Man prüfe den 
Lehrsatz für alle möglichen Fälle, Zweiter Beweis : Es sei r oder R 
eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen oder Colonnen. Durch die 
Verwechslung der beiden gleichen Zeilen oder Colonnen wird die 
Determinante in Folge der zweiten Eigenschaft — r oder —R. Ander- 
seits kann die Verwechslung gleicher Elemente keine Veränderung 


hervorbringen, also bleibt ihr Wert # oder R. Mithin ist r—=— r oder 
R=—R;d.h.2r = 0 0der2R = 0, also auch r= 0 oder R=0. Also : 
dı Doc 
== aıbacı ir DıCcası 1 Cıqabı 
a. bo = — 
— Cıb2a1ı — Aıladı — bıaacı 
0 dh oc 


Diesen Lehrsatz kann man auch in folgender Weise ausdrücken : 
Ersetzt man in einer Determinante die Elemente einer Zeile oder Colonne 
durch die entsprechenden Elemente einer parallelen Linie, so wird die 
Determinante = 0. R 

Uebungsau/gabe. 10. Die erste der durch die Gleichungen 





Im Y (0, 2a, y—b 
1 %, Yı —=(, 1 %ı Yı =U, 
l 22 Ya 1 %a Ya 











bezeichneten Geraden geht durch die Puncte, deren Coordinaten (2,, Yı), (%a, Ya) 
sind; die andere geht durch den Punct, dessen Coordinaten (z, 5) sind, und beide 
Linien sind parallel. 


Zusatz. Eine Determinante ist —= 0, wenn die Elemente einer 
Zeile oder Colonne den mit demselben Factor m multiplicierten Elementen 
einer parallelen Zeile oder Colonne gleich sind. Wenn man nämlich diese 
Determinante durch » dividiert, indem man alle Elemente letzterer 
Zeile oder Colonne durch » dividiert (Erste Eigenschaft), so erhält man 
eine Determinante, die = 0 ist, weil sie zwei gleiche Zeilen oder 
Colonnen enthält. So ist 


DA got 
X. j 15 9 211=3|5 3 7|=3.0-=0 
en N Se Bars 


Uebungsaufgabe 11. Ohne Ausrechnung zu beweisen, dass a und 5 Wurzeln 
folgender Gleichung sind : 








ze den 


IV. Eigenschaften der Unterdeterminanten. 


11. Definition. Der Coeflicient eines Elementes in einer Determinante, 
oder präciser, Alles zusammen, womit in einer Determinante ein 
Element multiplieiert ist, heisst die zu diesem Elemente gehörige 
Unterdeterminante dieser Determinante. Die Unterdeterminanten von 


Aı bi Cı 
fr aıbacs 4 dı62Q5—- CıQabs 
R = da h3 G.| = 
de Asbacı — bsladı — CsQabı 
As; bs Cz 


in Bezug auf die neun Elemente 
01,01, 015 Das Dr, Ce es, 
werden gewöhnlich durch 
A,,Bi,Cı, As, Bs,C5, A;,B;, Cs 


bezeichnet. 
Man findet leicht 

















N 4 ba C2 A t b, Cı A : He bi Cı 
Pau bs Cs f A b; 65 : Rs b2 6 
Ad2 6 a C [44 C 
EBEN |, Be N Ah a. N ir 
A; 65 45 6; d2 02 
(a Up 4 b; qı bı 
Cı Erz + D) Ca Se ge s G; = -- 
as bs a; 55 a. b; 




















Jede dieser Unterdeterminanten ist, abgesehen vom Vorzeichen, die 
Determinante der vier Elemente, welche übrig bleiben, wenn man in der 
Determinante die Zeile und die Colonne streicht, welche sich in dem dieser 
Unterdeterminante entsprechenden Elemente kreuzen. Den Unterdeter- 
minanten B, Aı, Cs, Cı, Az, welche den Elementen der beiden Diayo- 
nalen entsprechen, giebt man das Vorzeichen +, den andern das Zeichen —. 

Zusatz. Die Unterdeterminante M einer Determinante in Bezug auf 
das Element m ist also ganz unabhängig von allen Elementen der Zeile 
und der Colonne, denen m angehört und bleibt deswegen unverändert, 
wenn man die Elemente der Zeile und Colonne von m durch andere Zahlen 
ersetzt. 


u TAR. 


12. Eigenschaften der Unterdeterminanten von R. Dieselben sind 
in den achtzehn folgenden Gleichungen enthalten 


R=aAı -+biBı -- c‚C,, 
O—= A:ÄAı -1- b:Bı 2. C2C,, 
0— A;A, -H db;B; - GC;,. 
0— aı Aa -- bıBa -I- CıCa, 
R ——— Q:Aa —- b>B> nn CsC>, 

== QsAa -i- b;Ba —- 630». 
0—=41A; -)- bB; 4 G1C;5, 


R=mAı mA; a;A;, 
0—=b5bA, +bA2 + DsA;, 
0 —= cıA, —- CA, —+ C;A;, 
0= a,Bı + a2Be - 0:B;, 
R=b5B, kB; +b;B;, 
0= 6Bı + aB: + csB5. 
0 = 4,0, + a0 4 0;0;, 


= aA; + beB; + 0:0, 0= diCı 4 30: + 55C;, 
 R=aA;+bB; 400. R= cıCı + c2Ca + 6505. 

Die Richtigkeit dieser Gleichungen ergäbe sich leicht aus der directen 
Berechnung. Aber auch ohne Berechnung lässt sich dieselbe leicht 
beweisen. 

Erste Eigenschaft. Die Determinante R ist die Summe der Producte 
jedes Elementes irgend einer Zeile oder Colonne mit der zu ihm gehörigen 
Unterdeterminante. Es sei zu beweisen, dass 


1 aı A, 2. bıB, 4-c1C:. 


Nach der Definition der Unterdeterminanten ist 4.,A. die algebraische 
Summe aller Glieder der Determinante R, welche das Element aı, dB: 
aller, welche das Element d,, und cıC, aller, welche das Element cı 
enthalten. Also ist 1° jedes Glied der Determinante in jener Summe 
enthalten, denn jedes Glied enthält ein Element der ersten Zeile, also 
entweder aı oder d, oder cı ; und 2° ist kein Glied zweimal darin ent- 
halten, denn kein Glied enthält zwei Elemente der ersten Zeile, also 
nicht zugleich a; und d, oder aı und cı oder d, und cı. Um zu beweisen, 
dass R = aıAı + 0:A2 — a;A;, würde man sich darauf stützen, dass 
jedes Glied der Determinante ein und nur ein Element der ersten 
Colonne (4,4:4;) enthält. 

Zweite Eigenschaft. Die Summe der Producte jedes Elementes 
irgend einer Linie (Zeile oder Colonne) mit der Unterdeterminante, welche 
zu dem entsprechenden Elemente einer parallelen Linie gehört, ist gleich 
Null. 


Es sei zu beweisen, dass 
0= AsAı — b,Bı = Cl. 


Ersetzen wir in der Determinante R die Elemente «,, bı, Cı der ersten 


— Ar 


Zeile durch die der dritten a;b;c;, so erleiden dadurch die Unterdetermi- 
nanten in Bezug auf die Elemente der ersten Zeile keine Veränderung 
(N' 11, Zusatz) und bleiben A,, B,, Cı. Die neue Determinante R’ ist also, 
wie wir eben bewiesen haben, 

R’—= aA, + b;Bı + 6:01. 
Diese Determinante ist aber — 0, weil ihre erste Zeile der dritten gleich 
ist (Eigensch. IV). Also 

AzAı —- b;Bı — GC, —=(. 
Um zu beweisen, dass 

bAı + b>A2 + b5A; —=(, 
würde man sich in ähnlicher Weise auf den Lehrsatz berufen, dass eine 
Determinante mit zwei gleichen Colonnen = 0 ist. 


V. System von drei linearen Gleichungen. 


13. EZlimination zweier Unbekannten aus drei linearen Gleichungen. 
Allgemeiner Fall: Eine der drei Determinanten der Coeficienten der 
Unbekannten ist nicht null. 

Es seien die drei linearen Gleichungen zwischen zwei Unbekannten 


aa -+-by=c, oder ae + by— a0, (1) 
au +by=0o odr ae —-by— o—0, (2) 
0 4-by—=6 oder We + by— os —0. (3) 


Wir setzen R = |a, b, c| und bezeichnen mit A,, Bı, ..., C; die Unter- 
determinanten von R. Auch setzen wir voraus, eine der Unterdeter- 
minanten C,, Ca, C;, zum Beispiel C; = 4182 — aab, sei von Null ver- 
schieden, was uns gestattet die Gleichungen (1) und (2)nach z und y 
aufzulösen. 

Gemäss N’ 3 geben die Gleichungen (1) und (2) die bestimmten Werte 

A, B; 


1 =—ı Ye—c- 


G; 


Suchen wir nun, in welchem Falle diese Werte auch der Gleichung (3) 
entsprechen, oder in andern Worten, wenn (3) mit (1) und (2) compatibel 
ist. Zu diesem Zwecke wollen wir (1) mit C,, (2) mit C,, (3) mit C; mul- 
tiplicieren und die Resultate addieren. Wir finden : 


C, (aı® - by —_ Cı) zu Ca (a:% + b2Y —6s)+ G (Q5% 4b:y— 6;) =|(, (4) 
d. h. gemäss den Eigenschaften der Unterdeterminanten 
Cıcı == Cstla 4 Ost; oder R= 0. 2 (4') 


I 


Die Gleichungen (1), (2). (3) führen also zu (4) oder (4’), welches 
folglich eine notwendige Bedingung der Compatibilität von (3) mit (1), 
(2) ist. Diese Bedingung ist ebenfalls eine hinreichende, weil sich (3) 
von (1), (2) ableiten lässt, wenn diese Bedingung (4’) oder (4) erfüllt ist. 

Die Determinante R heisst die Zliminante, und R —= 0 die Resultante 
des Systems der Gleichungen (1), (2), (3), so wie des äquivalenten Systems 
homogener linearen Gleichungen 
4 X+5Y+0Z2=0,0.X+bY+02=0,1X+55Y--0Z=0, ur, 2,3”) 
welches sich ergiebt, wenn wir (1), (2), (3) mit einer beliebigen Zahl Z, 
die nicht Null ist, multiplicieren und setzen 

sz+-X=0, y+-Y=0. 

Nach Obigem ist also die Bliminınte von drei linearen Gleichungen 
(1), (2), (3) die Determinante der Corfisienten der Unbekannten und der 
vollständig bekannten Elemente, oder, wenn die Gleichungen in der 
Form homogener Gleichungen (1',) (2’), (3°) dargestellt sind, der Coefi- 
cienten der Unbekannten. Die Resullante erhält man, wenn man die 
Eliminante gleich Null setzt. 

Anmerkung. Den Resultaten, zu welchen wir gelangt sind, wenn 
R = 0, können wir eine andere Form geben. Da R —0, ergiebt sich 
gemäss den Eigenschaften der Unterdeterminanten : 
a.Cı + a:C: + 0:0;=0, 5,0420, +5;0;—=0, ciCı —+0202-+0:0;=0, 
oder, wenn wir durch C; dividieren und dann setzen 

N == — = aı = — O3 = 
O; C ' 
4 =maı + na, dbs=mbi + nb,, Cs= me 4 Nca. (5) 

Ebenso ergiebt sich aus der Relation (4) durch Division und Transpo- 
sition: 

GE + bsy —o—m (a0 by— c)+ nr (ar + by — 02). (4’’) 

Gemäss (4’’) müssen die Werte, welche (l) und (2) entsprechen, 
ebenfalls (3) entsprechen. 

Umgekehrt lässt sich von den Relationen (5) leicht (4’’) ableiten; man 
sieht auch, dass R—=0, gemäss diesen Relationen (5), wenn man die 
erste Zeile von R mit m, die zweite mit % multipliciert und dann beide 
von der dritten subtrahiert. 

Beispiel. XI. Die Gleichung einer geraden Linie, welche durch 
die zwei Puncte (2, Yı), (#2, Y:) get, hat die Form 


ma I ny =». 


u 
Mithin haben wir 


mc -nyı=p, many —=2. 
Durch Elimination von m, 2, p aus diesen drei Relationen ergiebt sich 


A ei 
vu yı LEN: 
%2 Yo» i 


Vebungsaufgabe. 12. Die Gleichung eines Kreises suchen, der durch drei Puncte 
(21, Yı), (22, Y.), (&s, Y;5) bestimmt wird. 


14. Auflösung von drei linearen Gleichungen. Allgemeiner Fall: 
die Determinante der Coeficienten der Unbekannten ist nicht = 0. Es 
seien die Gleichungen 
a0 — by-c2==d,, 
Ast zu b>y -- 622 = da, (1) 
4:0 4 bsy — 0:32 =d;, 

gegeben. Da 


R= aA, u Q>A: -- a;A; =biBı -|- b>B> -1- b;B; = cıCı —- 62C; 650; 
nicht = 0, so sind weder Aı, A, As, noch Bı, B.,B;, noch Cı, 02, C; 
zugleich = 0. Multiplicieren wir diese Gleichungen respective mit Aı, A> 
undA;, dann ebenfalls mit B,, B, B; und schliesslich mit C,, C», C;, und 
addieren wir sie jedesmal, so erhalten wir gemäss den Eigenschaften der 
Unterdeterminanten : 

(aı Aı -1- Az: -- AsA;) © = dıAı -- dA, + d;As;, 

(d\Bı -I- b:B: + b;Bs) y—= diıBı -1- dıBa -.- d;B;, 

(cıCı 1. 7107) — 63C;) 2 = dıCı -- d:C; _ d;C;, 


woraus wir herleiten 








dı bı 6 

de bb 6 

Adı td td: |de ds 6 
wc; aıAı + mA: 4 5A; AR a dh 6 
a. b2 6 

a Ds 6 


‚y=etce,z=ete. (2) 


Der Nenner von &, y, © ist die Determinante, deren Elemente die 
Coeficienten der Gleichungen sind; erselzt man in dieser Determinante die 
Coeficienten von © in den verschiedenen Gleichungen durch die zweiten 
Glieder dieser Gleichungen, so erhält man den Zähler von ©, und in 
ähnlicher Weise findet man die Zähler von y und von 2. } 

Zur Probe, ob die Werte (2) den Gleichungen (1) entsprechen, wollen 


u. RR ae 


wir siez. B. in der ersten Gleichung den Unbekannten substituieren. 
Diese wird dann 


a. (dı Aı4-d: A244: As) +d1(dı B+d>B>+d;Bs)+c1(dıCı+d2C2+-d5C;5) rg 
R 
oder, indem wir den Zähler nach dı, d:, d; ordnen, 
dla Aı-+dıBı+61Cı)+dr(aı Ad B>-6102)+ds(0ı A541 B5+-61C5) ] 
R 
oder, gemäss den Eigenschaften der Uniterdeterminanten, d, =d;. 
Ebenso findet man durch Substitution der Werte (2) in der zweiten und 
dritten Gleichung (l): de—=d:, ds; —=d;. Wie also jedes System von 
Auflösungen, das den Gleichungen (1) entspricht, auch den Gleichungen 
(2) genügt, so ist auch das Umgekehrte der Fall. Mithin sind die 
Werte (2) Auflösungen von (1) und zwar die einzigen. 
Beispiel XII. Die Gleichungen 
z+y +2 =14 Kt--y+i%=l, a +-yt?:=ll 
geben unmittelbar 


14 2 3 14 3 





] and 
I a 2 3611 2 3 ırı 
Esı 2 ni os u 

== — nn = —3. 

ech 2 sr reine 3 
312 en Eau > 
231 SR] 2 


Uebungsaufgaben. 13. Auflösung der Gleichungen 
52 —3y + 22 = 3, 3: +H1y+5z +83=0, ö+)e—-ıuy+s)=b—6 
4a +y-ı—=21, 4.-1y+% —3=0, (+0) y—-bßi +0)=c0—% 
5. —-y—-ı —=—12; 5. —3y -—1% +B6=0; (arbd)s—c .+-y)=s0-—)b. 
14. Auflösung der Gleichungen 
a tytz=m aty+z=n 2Ty+a=P. 
Besondere Fälle: 1 a =0;?«.=—|1. 
15. Auflösung der Gleichungen 
ct y+:=1\, v» toa+owm=a‘, 
ceatytaeı=n uv-b+-2mw=b, 
aoa+b’y+cr=p; uv-o+cen=c. 
45. Homogene Gleichungen. 1° Mit drei Unbekannten. Ist 
di dı= d = 0, 


d. h. sind die drei Gleichungen homogen, so ist 0, y=0, = 0 


Bw 


die einzige Auflösung in unserm Falle, wo |a, db, c| verschieden von 
Null ist. 

2° Mil vier Unbekannten. Wir setzen a -X=0, Uy+-Y=0, 
Uz+-Z=0, woU eine beliebige von Null verschiedene Zahl bezeichnet. 
Multiplicieren wir die Gleichungen (1) mit U, so stellen diese sich dar 
in der Form der homogenen Gleichungen 


4X m bıY = CıZ = dU= 0, 
d:X + b.Y + Gb —+ dl 0, 
X +-5Y+ 02 +-4U—=(0. 
Nach einigen Transformationen ergiebt sich an Stelle der Gleichun- 
gen (2): 


x — Y Z — U 
De, L7 0 ja db d| Im di cı 
bb 06 ds a: C2 da a. b2 dr a bb & 
bs Cs ds As 65 ds WENIGE 0 bs & 


Folglich sind X, — Y, Z, — U proportional den Determinanten, die 
sich ergeben, wenn man die 1‘°, 2te, 3!° uder 4t° Colonne der Tafel 


Ada b> Ca d» 


As b; C5 ds 


der Coeflicienten der homogenen Gleichungen streicht. 


VI. Princip der Addition der Linien. 


16. Fünfte Eigenschaft. Man kann zu den Elementen einer Linie 
(Zeile oder Colonne) einer Determinante die mit einer beliehigen Zahl 
multiplicierten Elemente einer oder zweier parallelen Linien (Zeilen oder 
Colonnen) hinzufügen, ohne den Wert der Determinante zu ändern. 


Also: 


at mb, —ncı, bi, Cı a dh c 


Q + mbı — nca, be. ce | =R a bb 6 


l a + mbs — cs, bs, 65 0 bs 6% 


Lu 2 
Beweis. Die erste Determinante ist gleich 


(aı _ mbı — NCı) A, - (a2 —_ mba — NCa) A; — (a; — mb; — NCs) A;. 

Diese Summe besteht aus drei Teilen, nämlich aus 
a,Aı _- AA: a;A;,, 
welche gemäss der ersten Eigenschaft der Unterdeterminanten gleich 
ist R, und aus den beiden Teilen 
m (bAı + b2A: 4 b5A,), — n (1 Aı + Aa + 65 As), 

welche gemäss der zweiten Eigenschaft der Unterdeterminanten gleich 
Null sind. 

Dieser Lehrsatz ist von grosser Bedeutung in der Determinanten- 
rechnung. 

Beispiele. 1° 

DEnlE, A| BEA 1 
XI. |2838 3 3=/4 18 =|4-3 3 = 
40 54 13 Im 2 

Die zweite Determinante ergiebt sich aus der ersten, indem man von 
jedem Elemente der ersten Colonne das Dreifache und von jedem der 
zweiten das Vierfache der letzten abzieht. Die dritte Determinante 
leitet sich aus der zweiten her, indem man die Elemente der ersten 
Colonne von denen der zweiten, und das Vierfache der Elemente der 
ersten von denen der dritten subtrahiert. Die weitere Berechnung 
ergiebt sich aus Nr. 6. 

2° Indem man die erste Zeile von den folgenden subtrahiert und dann 
setzt m=(b — a) (e — a), findet man 








l Üd a? 1 a a? 
xv. | 1 5 # |=-m|0 1 #»-a+a|— 
Be 2er 0 1 ©&@-ac-+ e? 
1 b®-+aob-+a 
l @ tac-ae: —(b—a)(—u)(—b)(a--5-+e). 





Man kann diese Gleichung auch dadurch ableiten, dass man die mit 
aoder a? multiplicierte erste Colonne vonden folgenden Colonnen abzieht. 

Anmerkung. Das Additionsprincip kann dazu dienen, einer zweizei- 
ligen Determinante die Form einer einfachern dreizeiligen zu geben. So 
ist (Vgl. Ueb. 10 und Beispiel XI, N' 13) 


2 0 Ce ey 
XV; u 9: y rl ER YizzY% zer 1 Li Yı 
Far RA l m -ı2 n—y l 2: Ya 





Be 









































Uebungsaufgaben. 
16. a+mM bs, m+N ] 2 20, al 
«tn +M b:+n+N 1]=!o 5 |1 
1 l 0 1’ 289 
17. a—b m—n z-—-y ia ehr 
b-e n—-ı y-ı|=I; » Ds. cal ei 
c-ıa op —m z-% 0. cc, ao 
alb—c) b(c—a) cla-b 
a EVA Be — NE en RE —0 
— (a+b+.c)(a—b) d—c){c-a) ln a—b b—-c 
0. +9; — A db. + dd: — db, G+6G—CG a db 6 
19. ;41—- m 5+4, —-b Gta-ca | =ila dB 
tm —- 5 ds +b bb Gte— Cs a; db; 6; 
20. a. ty iz + mn ja m iyı — ja ”, Yı 2 
tn +ja m tm —- ja m —- M-ja |=-Ij| 0 Y 2 . 
Gt ist j7%s Lt Ws —j% 4 — Wi — j% I8s Ys #5 














2|. Man berechne 2, q, r, s und beweise, dass 9=p(r--s), wenn 





Ir au na” la a la.“ la a 
p=1lb |, g=|lb W%l, r=|lb I, s=|lb |. 
| BER TE: Les Ir 2.03 l ea Te 




















KAPITEL 1. 


DEFINITION UND FUNDAMENTAL-EIGENSCHAFTEN 
DER DETERMINANTEN, 


IK Ueber die Permutationen von Elementen mit einem 
Index. 


1. Inversionen. Unter allen Permutationen einer bestimmten Anzahl 
von Elementen 
(1,2, 3,4,) (a1, @2, ds, as) oder (a,d,c,d), 
befindet sich eine einzige, nämlich : 
1234, qsaeazaı, abcd, 


in welcher die Elemente in natürlicher Reihenfolge stehen. In allen 


anderen, z.B. in 
4231, Asasasaı den, (1) 


kommen die Elemente in verstellter Ordnung vor. 

Man nennt /nversion oder Transmutation (derangement) die Combina- 
tion (Reihenfolge) zweier Elemente einer Permutation, von welchen 
dasjenige, welches nach der natürlichen oder alphabetischen Ordnung auf 
das andere folgt, in dieser Permutation ihm vorangeht. Hiernach enthal- 
ten die Permutationen (1) fünf Inversionen, nämlich: 


[42, 43, 41, 21, 31], [asa2, 0305, asdı, QAadı Qsaı], [dd, dc, da, ba, ca). 


Uebungsaufgaben. 1. Man leite aus der Permutation 12345, in welcher die 
Elemente in natürlicher Reihenfolge stehen, irgend eine andere Permutation 52143 
ab, durch eine Anzahl von Vertauschungen der Elemente, welche gleich der 
Anzahl der Inversionen in dieser Permutation ist (Auf zwei verschiedene Arten), 

2. Man kann ausirgend einer Permutation durch höchstens(2 — 1) Vertauschun- 
gen der Elemente eine Permutation von » Elementen herleiten. 

3. Eine Permutation von » Elementen und die umgekehrte Permutation enthal- 
ten $ n(n — 1) Inversionen. Die P„—=1.2.3...r Permutationen von n Elementen 
enthalten 4» (n— 1) P„ Inversionen (Fontebasso). 

**4, Wenn 7, fa... Im Rı ka sı. kn _ m eine Permutation von 1,2,3... 2ist, welche 
&-+-ß-+-y Inversionen enthält, von denen az in 7, %2..r7m, Bin kıka... Anm 
vorkommen, so ändert sich y nicht, wenn man 7,9%... *„, in die natürliche Ord- 
nung stellt, und ist gleich (rs, — 1) + (ra — 2) + + + (r.— m) (Trudi). 


— 24 — 


2. Gerade und ungerade Permulationen. Cramer teilte die Permu- 
tationen in zwei Classen : in gerade Permutationen, welche eine gerade 
Anzahl von Inversionen enthalten, wie 1234, 432]; und in ungerade 
Permutationen, welche eine ungerade Anzahl von Inversionen enthal- 
ten, wie 4231, 4123. 

Es ist möglich die Permutationen von Elementen wie m,7,%,8 in 
zwei Classen zu teilen, wenn man 
m=0, "=, Yı=4, S=4. 

setzt. 

Die Differenz zwischen der Anzahl der Inversionen zweier Permuta- 
tionen ist gerade oder ungerade, je nachdem sie zu derselben Classe 
gehören oder nicht. 

3. Lehrsatz von Cramer und B&zout. Zine Permutation ändert ihre 
Classe. wenn man zwei Elemente (oder zwei Indices) vertauscht. 

Erster Fall. Vertauschung von zwei benachbarten Elementen a:, Qx, 90 
i< k. Bezeichnen wir die Gruppe der vor a; und a, stehenden Eiemente 
mit M, die Gruppe der dahinterstehenden mit N, so enthält die Permu- 
tation 

Maxa;N, 
eine Inversion mehr als die Permutation 
Ma.a,.N, 


nämlich axa; weil @<T A angenommen ist; folglich gehören diese Per- 
mutationen zu verschiedenen Classen, 

Zweiter Fall. Vertauschung zweier beliebigen Elemente. Bezeichnen 
wir die aus m Elementen bestehende Gruppe zwischen 4; und a, mit I, 
so leitet man aus 

Ma;la.N (1) 
die Permutation 

Mla.a;N, (2) 
durch »» Vertauschungen benachbarter Elemente ab, indem man succes- 
sive a; weiter rückt, bis das letzte Element von I vor a; zu stehen 
kommt. Aus (2) folgt 

Mla,a;N, (3) 


durch eine einzige Vertauschung zweier benachbarter Elemente, näm- 
lich a; und a,. Wenn man endlich in (3) a vor die m Elemente der 
Gruppe I setzt, so erhält man 


Ma,la,N, (4) 


N 


mittelst 7» Vertauschungen benachbarter Elemente. Man gelangt also 
durch (2m +1) Vertauschungen benachbarter Elemente von der Per- 
mutation (1) zur Pırmutation (4), welche sich nur durch die Vertau- 
schung der Elemente a4; und a; von (1) unterscheidet, was mit (2m +1) 
oder mit einer einzigen Classenvertauschung gleichbedeutend ist. Damit 
ist der Lehrsatz bewiesen. Man bemerke, dass der Unterschied zwischen 
der Anzahl der Inversionen in den Permutationen (1) und (4) ungerade 
ist (N" 2). 

Man kann auch den Lehrsatz von Cramer und Bezout für den zweiten 
Fall direct beweisen (Baltzer, Determinanten, $], N" 2 und 4). 

Beispiel. Die mit I und Il bezeichneten Permutationen des folgenden 
Schemas gehören zu verschiedenen (lassen : 


I 1234, abcd mus 
II ARIN, abdc mTSu 
I 432], adbc mSTuı 
II 4123, dabe SmTuı 


‚Uebungsaufgaben. 5. 1° Zwei Permutationen von n Elementen, in welchen 
(an — 2) Elemente dieselbe Stelle einnehmen und sich nur unterscheiden durch 
Vertauschung der zwei andern, sind von verschiedenen Classen. 2° Streicht man 
die zwei letzten Elemente der X, verschiedenen geraden Permutationen von n 
Elementen, so werden die X, übrigbliebenden Combinationen von (na — 2) Buch- 
staben oder Ziffern von einander verschieden sein. 3° Von den X, verschiedenen 
geraden Permutationen kann man durch die Vertauschung der zwei letzten Ele- 
mente Xn verschiedene ungeraden Permutationen ableiten; und umgekehrt. 
4° Die Zahl X, der Permutationen ist also für jede der beiden Classen diese:ibe. 

** 6, Streicht man ein Element einer Permutation, so wird die neue Permuta- 
tion von d-rselben oder der andern Klasse sein als die erste Permutation. je nach- 
dem die Summe der Ziffern des Index dieses Elements und seines Ranges in der 
_ ersten Permutation gerade oder ungerade war. 


4. Cyclische Vertauschungen. « Das Ergebniss der Vertauschung der 
Elemente einer Permutation wird cyclisch genannt, wenn jedes Element 
durch das folgende, das letzte Element durch das erste ersetzt wird » 
(Baltzer). Demnach ist 43125 eine cyclische Permutation von 54312. 

Um eine cyclische Vertauschung von % Elementen zu bewerkstelligen, 
genügtes, das erste Element auf die (a — 1) anderen folgen zu lassen 
d.h. (na — 1) Vertauschungen benachbarter Elemente auszuführen. Die 
ursprüngliche Permutation, und diejenige, welche man durch eine 
cyclische Vertauschung daraus ableitet, gehören also zu derselben oder 
zu verschiedenen Classen, je nachdem (n — 1) gerade oder ungerade ist. 


en we 
Demnach gehören 54312 und 43125 zu derselben Classe, denn 
n—1l=4. 

*Aus einer gegebenen Permutation von # Elementen (725438169)kann 
man irgend eine andere (293874156) herleiten, indem man cyclische Ver- 
tauschungen an p Gruppen (Cyclen) von benachbarten oder nicht benach- 
barten Elementen (726953,48,1) vornimmt. Die ursprüngliche und die 
daraus abgeleitete Permutation gehören zu derselben oder zu verschiede- 
nen Classen, je nachdem (” — p) gerade oder ungerade ist (Baltzer, $1, 
5). Denn es seien %ı, %2, %s, ..., 2%, die Zahlen der Elemente eines jeden 
der » Cyclen, so dass a — %ı + N: -+ »- N. Die zweite Permutation wird 
von der ersten abgeleitet durch (n. — 1) + (» — 1) + (ss —1)--- 
+ (0%. — 1)=n—p Vertauschungen von je zwei Elementen, ob es 


benachbarte seien oder nicht. 

Debungsaufgaben. *1. Zwei Permutationen sind von derselben Classe oder 
nicht, je nachdem die Zahl der Cyclen, durch welche man sie von einer andern 
Permutation abgeleitet hat gerade oder ungerade ist. 

*8. Die cyclische Vertauschung von a, @s ... @„, welche mit @,,, anfängt, enthält 
»(n—p) Inversionen. Die Gesamtzahl der in den » cyclischen Vertauschungen 


VON, 41... 0 enthaltenen Inversionen beträgt $(r—1) n(n+1). (Fontebasso). 


II. Veber die Permutationen von Elementen mit 
zwei Indices. 


5. Permutationen von n? Elementen, oder Permutationen von Ele- 
menten mit zwei Indices. So nennt man alle die verschiedenen Producte, 
welche dadurch gebildet werden können, dass man ein Element in jeder 
Zeile und in jeder Colonne der n?in Quadratform geordneten Elemente 
der folgenden Tafel nimmt: 


Aıı dı2 “.. CLın Aı b; Cı ... A b C ... 
QAaı Aaa ... Adan da b» 12) ... h k l ... 
. . . . . (Az bs; 05 .ro p q ’F ... 


Anı An2 er. Inn 
Die Grundpermulation ist das Product 
iı@as fh Ban, ARıDicare kn  HOATER 
der auf derjenigen Diagonale des Quadrats stehenden Elemente, welche 
das erste Element mit dem letzten verbindet. | 
In der ersten Tafel ist jede Zeile durch einen der ersten Indices 
1,2, ...n charakterisiert, jede Colonne durch einen der zweiten. In der 
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zweiten Tafel stehen Buchstaben anstatt der zweiten Indices. Man kann 
die Permutationen der durch Buchstaben unterschiedenen Elemente, wie 
in der dritten Tafel, nur dadurch bilden, dass man in Gedanken anstatt 
derselben analoge Elemente der ersten oder zweiten Tafel setzt. 


6. Lehrsatz. Die Permulationen von n? Elementen bleiben dieselben, 
wenn man zwei Zeilen oder zwei Colonnen untereinander vertauscht, oder 
wenn man die Colonnen an die Stelle der Zeilen, und die Zeilen an 
die Stelle der Colonnen treten lässt. Gebrauchen wir sowohl für die 
Zeilen als für die Colonnen den Namen Zeihen. Die Elemente, welche 
sich auf einer Reihe der ursprünglichen Tafel befinden, stehen auch auf 
einer gleichen Reihe der neuen Tafel, welche durch Vertauschung der 
Zeilen und der Colonnen erhalten wurde etc., die Elemente, welche nicht 
auf derselben Reihe der ursprünglichen Tafel stehen, befinden sich eben- 
sowenig auf derselben Reihe der neuen Tafel. Alle Permutationen, 
welche man dadurch erhält, dass man einen Factor aus jeder Zeile und 
jeder Colonne der ursprünglichen Tafel nimmt, erhält man auch dadurch, 
dass man diese Factoren in der zweiten Tafel nimmt, denn der vorigen 
Bemerkung zufolge stehen zwei derselben nicht auf der gleichen Reihe. 

9. Bildung der Permutationen von n? Elementen mit zwei Indices. 
Erste Methode. Denkt man sich alle Permutationen der n? Elemente in 
der Tafel 1 (N"5) angeschrieben, so ist jede derselben das Product von 2 
Factoren und jeder derselben enthält eine der Zahlen 1,2,3...n als 
ersten Index, weil man einen Factor aus jeder Zeile genommen hat, und 
er enthält auch eine der Zahlen 1,2, 3... » als zweiten Index, weil man 
einen Factor aus jeder Colonne genommen hat. Ordnen wir die 3 Facto- 
ren jeder Permutation so, dass die ersten Indices in natürlicher Reihen- 
folge stehen, so werden die zweiten Indices in der Grundpermutation 
Qrılaa ... Ann ebenfalls in natürlicher Reihenfolge stehen, in den anderen 
Permutationen aber in verschiedener Reihenfolge. Zur Bildung aller 
Permutationen reicht es also hin, in der Grundpermutation alle zweiten 
Indices zu permutieren und die ersten in natürlicher Ordnung stehen zu 
lassen. Auf diese Weise nimmt man nämlich zur Bildung der verschie- 
denen Permutationen oder Producte einen Factor aus jeder Zeile und 
aus jeder Colonne, und zwar auf alle möglichen Arten. Bei neun Ele- 
menten erhält man mittelst dieser Regel folgende sechs Permutationen : 


pı = Aıı Azad, Pa —Mıı A2s A525, Ps = Aı3 Ası A2, 
9: = Aı2 Arı Ass, Ps = Ara Aa: Qsı, Pe — Aıs Ar: As; 


EI ed 


oder, wenn man die zweiten Indices duch Buchstaben ersetzt: 
m=abc, MM bs, = Cı Qı b;, 
weht rebtd, Mc 
Zweite Methode. Man kann alle Peımutationen von n? Elementen auch 
dadurch finden, dass man die ersten Indices der Grundpermutation auf 
alle möglichen Arten permutiert und die zweiten unverändert stehen 
lässt. So geben neun Elemente die sechs Permutationen:: 


pı =Aı ba 6, Pr —=AMı bs 6, 9m bi 62, 
m =ubo, MB=Rnbc, Dem be cı. 

Anmerkung. Folgende Regel ist leicht abzuleiten : Zur Bildung aller 
Permutationen permutiere man in irgend einer Permutation 2 von den 
ersten oder zweiten Indices 1,2,3...n dern Factoren auf alle mögliche 
Arten und lasse die anderen unverändert stehen. 

Debungsau/gıbe 9. Man bilde die Permutationen der sechzehn Elemente 
4 djsCı«Wd,. 

8. Verallgemeinerter Lehrsatz von Cramer und Be&zout. @erade 
und ungerade Permutationen. Betrachten wir die Permutationen:: 

A—= MarlauN, DB Mala, N, CZ Mesla 

so sehen wir, dass die Differerz der Anzahl der Inversionen der zweiten 
Indicesin den Formen A und B ungerade ist, wegen der Vertauschung 
der zweiten Indices” und s (N'3); wegen der Vertauschung der ersten 
Indices ö und % ist die Differenz zwischen der Anzahl der Inveısionen 
der ersten Indices in den Formen B und C ungerade; folglich ist die 
Differenz zwischen der Gesamtzahl der Inversionen der Permu- 
tationen A und Ü gerade. 

Wir nennen gerade Permutationen diejenigen, welche eine gerade 
Anzahl von Inversionen der ersten oder zweiten Indices enthalten; 
ungerade Permutationen diejenigen, welche eine ungerade Anzahl von 
Inversionen enthalten. Der Lehrsatz kann folglich so ausgesprochen 
werden : Zine Permutation ändert ihre Classe nicht, wenn man in der- 
selben zwei Facloren vertauscht(*). Es ist auch offenbar, dass eine 


(*) Ein analoger Satz gilt für die Permutationen von Elem+*nten mit einer 
beliebigen geraden Anzahl von Indices. Ein dem Lehrsatz der N’ 3 analoger Satz 
besteht für dıe Permutationen von Elementen mit einer ungeraden Anzahl von 
Indices. Der von uns hier eingeschlagene Weg führt naturgemäss zu einer Theorie 
der Determinanten mit drei oder mit einer beliebigen Anzahl von Indices, wie 
solche von De Gasparis, Padova, Armenante, Garbieri, Zehfuss, Scott, 
Lloyd Tanner, und aufeine andere Weise, von Grassmann, Cayley, Dahlan- 
der aufgestellt worden sind. 
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Permutation ihren Wert nicht ändert, wenn man die Reihenfolge der 
Factoren vertauscht. 

Zusatz. Aus dem Lehrsatze von Cramer und Bezout folgt, dass die 
Unterscheidung der zwei Classen von Permutationen absolut und 
durchaus unabhängig ist von jeder Manier, die man wählen möge zur 
Bezeichnung der Elemente. Die Permutationen sind gerade oder ungerade, 
je nachlem sie sich durch eine gerade oder ungerade Zahl von Indices- 
oder Buchstabenvertauschungen von der Grundpermutation herleiten 
lassen. 


Beispiel. Die gleichwertigen Permutationen : 
Qıs Azı QAs2 = Ası As2 Aıs = Qs2 Ars Arı 
enthalten beziehungsweise 2, 2, 4 Inversionen, nämlich 
(31, 32), (21,31)..(31, 32; 21,31); 
Die folgenden Permutationen enthalten deren 1, 3,5: 


Qı2 Aaı Ass = Azı Asz Aı2a = Ass Anı Aı2 


Uebungsaufgaben. 1Ü. Man bestimme die Anzahl der Inversionen in folgenden 
Permutatioren : 


biasdacı == C4tzbıde Be Cdıazbı, d,dsasca = basledz —— dsCaa,b, ? 


11. Die Producte der Elemente der Diagonalen eines Quadrats von n? Elementen 
gehören zu verschiedenen Classen, ausser wenn (»— |) oder » durch 4 teılbar 
ist (Man sehe N' Il, Teb 19). 

12. Man geba eins direete Herleitung des Lehrsatzes von Cramer und Bezout 
für Elemente mit zwei Indices. 

*#13. Wenn a a ln. (x -+8-+-y) Inversionen 


enthält, von welchen « in a, .a« ad Und Binder. 
i Y,5, Y,$o Yan“ ß kl, Role nl 


vorkommen, so ist y=(n tn +" +) + ++ ++) -mm-—|]), 
und y ist mit („Hr +... 47m) +(sıı +82 4+...+5%) gerade oder ungerade 
(Trudi; man sehe N' ], Uebungsaufgube 4). 


III. Definition der Determinanten. 


9. Definition und Anmerkung. Die Determinante von n* Elementen 
(s. N’ 5) ist-die algebraische Summe der Permutationen dieser Elemente. 
Dem Anfangsglied T, welches aus den Elementen der von links oben 
nach rechts unten gehenden Diagonale des Q ıadrats gebildet wird, giebt 
man das Zeichen 4-, ebenso allen Permutitionen derselben Classe,; das 
Zeichen — erhalten die Permutationen der entgegengesetzten Olasse. 


N ER 


Nach Cauchy stellt man die Determinante durch die Tafel der Ele- 
mente zwischen zwei senkrechten Strichen dar : 


Aıı Aı2 + Am 


5 A r dı bi Ci 2 Tb 
21 20 eu» 2 
ö D a beo|, RU UNEETEE 
as Ds 65 2 70.52 


oder durch die folgenden Bezeichnungen, wenn sie hinreichend klar 

sind : 

2112| Iml 

12.12, So 
&# aı br 05; = (Aı ba 6;) = | abe |, 2E air =(gie): 

Auf die Bezeichnung | abe | , welche ebenfalls von Cauchy herrührt, 
werden wir später (n°21) zurückkommen. 

Zur Bildung der Determinante leitet man alle Glieder aus dem 
Anfangsglied ab dadurch, dass man in demselben entweder die ersten 
oder die zweiten Indices vertauscht, die anderen unverändert stehen 
lässt (6), und alsdann jedem Glied das zugehörige Zeichen gibt. Z.B. 


Z& Aı Aa + Ann = (Aıı A22 Sg% Inn) = ii air | 


u. Aııla22dss — Aııdasla2 + QAısdzıds2 
— Aı2daıds; = Qı2d2s5lzı — Aısla22dsı 

& + aıb2c;d, = 

Arbzcsda — Aubscad, + asbıc2da — Azbıcsda + Azdscıdı — Asbacıdı 

— aubzcıds + aubscıde — Asbıcıdı + Azbicıds — QAzbschdı 4 asbzcıdı 

+ abic2ds — Aıbicsde + asbucıde — Azbicıds 4 Arbscsdı — Asbucad 

— Asdıczds + Aubicsde — QAubscıde 4 asbecıds — Aubecsdı 4 Aubscıdı. 

Anmerkung. Siehe Zinleitung N" 5, eine specielle Regel von Sarrus, 
um eine Determinante von neun Elementen zu bilden. 


I = Aıladss = 


Uebungsaufgaben. 14. Man beweise, dass 


2000 y a0 50 © 
yaodovoda ce 0 Bee 
0 ya0) I | =nry, 70 2 8 (pe 
00 y ad Dal rd 
00T 2 070070 


ohne diese Determinanten zu entwickeln. 

*15. Eine Determinante ändert sich nicht, 1° wenn manin derselben das Zeichen 
aller Elemente, in welchen die Summe der Indices ungerade ist, vertauscht (Janni) 
(man kann diese Elemente ungerade Elemente, die anderen gerade Elemente 
nennen); 2° wenn man @,, durch a,, p'—! ersetzt (p ist beliebig). 


ge 


IV. Fundamental-Eigenschaften. 


10. Erste Eigenschaft. Um eine Determinante mit m zu mulliplicieren 
(oder zu dividieren), multipliciere (oder dividiere) man die Elemente einer 
Zeile oder einer Colonne mit m. Siehe Zinleitung, N’ 7, den Beweis und 
die Zusätze. 

Beispiel. Man hat successive (Vgl. Uebungsaufgabe 48) 


Be a BE 
2» 
10 — —- 
2) 3 
OR a Ra 
yıOda El, a nk 
z yıa« 0 ©) y2 
a 0 
| 2% Y% 
a RE | 10) Erz 
RE RE NE Im Orr 
ER AU re 1 El 
ayz % @® 0 IE KR, 


Ersetzt man in der ersten Determinante x, y, 2 durch az, by, cz, so 
wird die erste Zeile und die erste Colonne der letzten 0, a?, b?, c?. 

Uebungsaufg. 16. Man leite den Satz von Janni (s. 9, Uebungsaufg. 15) ab 
dadurch, dass man gewisse Zeilen und gewisse Colonnen der Determinanten mit 
(— 1) multipliciert. 

*]7. Man beweise, dass 


au —ı 9 0 a —b’ 9 0 
0 u), 0% —1 0 Ki 1 0 -b 0 

0 do 0, —| 0 3 0 —b 

0 Ost). Bgi a; 0 0 5, Gz 


wenn di by =2b,, b, 3 =b,, b; db, —=b,. Ein ähnlicher Satz gilt für die Determi- 
nante Q„, welche analog aus n? Elementen zusammengesetzt ist. 

*18, Wenn sich in den m ersten Elementen von (an — m-+ p) Colonnen oder 
Zeilen einer Determinante von n? Elementen ein Factor % befindet, so ist diese 
durch AP teilbar (Muir). 


41. Lemma. Vertauscht man in einer Determinante R die Zeilen 
unter sich, sowie die Colonnen unter sich, und macht man dann noch, 
wenn man will, die Zeilen zu Colonnen und die Colonnen zu Zeilen, so 
wird man dadurch eine Determinante R’ erhalten, welche gleich + R 
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oder gleich — R ist, je nachdem die Anfangsglieder T und T’ von R und R’ 
zu derselben Olasse gehören oder nicht. 1° Denn erstens enthalten die 
beiden Determinanten dieselben Permutationen (N'6), und zweitens 
haben, wenn T und T’ zu derselben Classe gehören, in beiden Deter- 
minanten die Permutationen derselben Classe das Zeichen 4, da man sie 
von T oder T’ durch eine gerade Zahl von Vertauschungen der Indices 
herleiten kann ( N'8, Zusatz); 2° die andern das Zeichen —, weil man 
sie von T oder T’ durch eine ungerade Zahl von Vertauschungen her- 
leiten kann (ebeudaselbst). Aus analogen Gründen haben, wenn T und T’ 
zu verschiedenen Ölassen gehören, in R diejenigen Permutationen, 
welche von derselben Olasse wie T sind, das Zeichen 4, in R’ dagegen 
das Zeichen —; die Permutationen der von T verschiedenen Classe 
(welche zu derselbea Classe wie T’ gehören) habeu in R das Zeichen —, 
dagegen in R’ das Zeichen —; also ist R—= — R’. Zum Beispiel 
2 Eau; = 2 E Asaadı =— LE A15l2245:. 
Uehungsaufgabe 19. Man beweise, dass allgemein : 


ZEA,ıla ... An = >» Su ... Asafıı = (— jr 2 TEE nlsni ... Anı) 2r = (n—]) n. 


12. Zweite Eigenschaft. Zine Daterminante änlert sich nicht, wenn 
man in derselben die Colonnen zu Zeilen und die Zeilen zu Colonnen 
macht. Z.B. 


dıı Aı2 As Aıı Ası Ası 
2a" Os N = Aı2 Aa A |; 
QAsı As2 a5 As As (ss 


denn die Permutationen in nen Determinan ten sind dieselben 5 6) 
und die Anfangsglieder sind identisch. 


Uebungsaufgaben. 20. Eine Determinante, in welcher a. = — ax ist, wird eine 
schiefe genannt, wenn a;; nicht gleich 0 ist; eine Determinante, in welcher 
Au — %, Au Nist, wird eine symmetrisch schiefe od-r h’misymmetrische ge- 
nannt. Man beweise, dass eine Deterininante der letzteren Art von n? Elementen 
sich nicht ändert, wenn man sie mit (— 1)" multipliciert, selbst wenn »% eine 
ungerade Zahl ist; sie iit folglich null, wenn % ungerade ist. 

#2]. Wenn au —=pr + gu V (1), au =pr— ga V (12V), au =pi, die 9 
und g reell sind, so ist die Determinante #4, @se «-- Ann Teell, denn R bleibt 
unverändert, wenn sich das Vorzeichenvon YV (— 1) verändert (Hermite). 

43. Dritte Eigenschaft. Zine Determinante ändert ihr Zeichen, wenn 
man zwei Zeilen (oder zwei Colonnen) unter einander vertauscht. Denn 


rn. 


3 —— 


wenn man die &'° Colonne an die Stelle der At“ setzt, so geht in der 
Tafel der Elemente 


dü .:.. (Aik 

Oki core Ükk 
über ın 

die eallit 


Ukk + Um; 


es haben die Anfangsglieder der beiden correspondirenden Determinan- 
ten R und R’ die Formen Ma;la,.N, Maula,; N und gehören folglich 
wegen der Vertauschung der zweiten Indices zu verschiedenen Classen ; 
also stR—=—R. 

Zusatz. Wenn man die erste Zeile oder die erste Colonne hinter 
alle andern setzt, das heisst, wenn man eine cyclische Vertauschung 
der Zeilen oder der Colonnen ausführt, so ist dieses gleichbedeutend mit 
(n — 1) Vertauschungen der Zeilen oder der Colonnen, d.i. gleichbe- 
deutend mit einer Multiplication der Determinante mit (— 1)"-'; z. B. 
(arbaczsd,‘ = (— 1)? X (bı02d3a.). 

14. Vierte Eigenschaft. Wenn die Elemente zweier parallelen Zeilen 
oder Colonnen einer Determinante R gleich sind, so ist die Determinante 
null. Siehe Zinleitung, n° 10. 


Zusatz. Eine Delerminante ist null, wenn die Elemente einer Zeile 
oder Colonne gleich sind den mit einem Faclor multiplicierten Elementen 
einer parallelen Zeile oder Colonne. Siehe Zinleitung, n? 10, 


Anwendungen. 1. Es ist 


Balıke] 

BRATG@ b cd | =(b—a)(—a)(d— a) 
danach rd: (—b) (d— b) 
RE | (d — c). 


Beweis : \° P ist ein Polynom, dessen Glieder aus Producten der 
algebraischen Zahlen a, 5, c, d bestehen, und allevom O+1--2-+-3 
— 6%" Grade sind, da jedes aus einem Elemente der ersten. einem der 
zweiterni,einem der dritten, und einem der vierten Zeile zusammengesetzt 
sind. 2° Ist d=a, so wird P=0, weil P dann zwei gleiche Colonnen 
hat; mithin ist P teilbar durch (d—a) undP=(d—.a)Pı, woP;ein 


3 


u YORE | 
Polynom des 5te" Grades ist. 3° P oder (d— a) Pı wird ebenfalls null, 
wenn d=Ö5; mithin ist Pı=(d4—b)P:, wo P; ein Polynom des 4!“ 
Grades ist, und wir haben P—= (d— a) (d— b) Ps. 4° Aehnlicher Weise 
lässt sich beweisen, dass Pe=(d— c)P;, Ps—=(c—b)P,, P,=(c—a)P;, 
P,=(b—a)Ps,woP;, P,, Ps. Ps Polynome respective der Graden 3,2, 
1,0sind, weil P=0 wird, wenn d=c, wenn c—=Ö. wenn c=qa, 
und wenn b = a. Es ist also P=(b—.a) X (e—a) (c—b) X (d — a)(d—b) 
(d— c)Ps. 5° Werden die Glieder der Determinante P und des Productes 
(b—.a)...(d—.c) geordnet nach d, c, db, so ergiebt sich als erstes Glied 
beider d3c?d; folglich ist Ps, der Quotient von P und dieses Productes, 
gleich 1. 


II. Die Determinante 
1 1 1 d 
a En l 
1 1 1+y 1 
| 1 1 Il 1-43 
denn sie enthält das Glied &yz und wird null für =0, y=0, 2—=0. 


Uebungsaufgaben. 22. Wenn (%,, Yı), (%2, Ya), (%s, Y5) die rechtwinkligen Coor- 
dinanten dreier Puncte A, B, C sind, so stellen die Gleichungen : 





—= rt; 


1 © Y az? +-y? 
as N BEER SI FR mm a4 
1 %, Yı —=(0, | 1 %, Yyı =(, ] Le Ya a? +y? — 1, 
l 2 y lm Ya Fk: 














ll 5 9% +9 
beziehungsweise die Gerade AB, eine durch C gehende Parallele zu AB und den 
durch die drei Puncte A, B, C gehenden Kreis dar. 

*23. Man beweise die Gleichung: 


1-07 v1 l 1 


1 1+5 1 1 1. la 
ai PER a re, 
l l ı 1-+d 
Man ziehe abced von der Determinante ab und setze alsdann nach einander 
sd, daher gen, 
Hieraus, und mit Hilfe der Eigenschaft I leite man folgende allgemeinere 
Gleichung her: 


a Ta U; . . 


nl Dass zT c x 
R= y =— 2 - ; pin 
a errtt) 











wo X=(4— 2) (d — 2.) (C — %;) ... (Salmon). 


— 35 — 


Besondere Fälle: P a=n — m b= m — m, c=4; — m, etc. Fall,[wo m 
= (2,422. -+25 + +) —z (E. Lucas). 2° z, = = yı, 5 = y5,ete.a = 
S-),d5=S—y),c=(S—Y5)’, etc, wS=y1+4Ye+Ys+ --- (Wolsten- 
holme). > Wenn = =13:="=z,etc. ist, so findet man: X=R-+ 
xX’, wenn 





leute ent 


Setzt man X,=(a’— 2) (’ —e) (vr — 2) .., sokann man wieder X’ mit Hilfe 

einer Formel schreiben, dezuX=R-+ xzX’, analog ist, und so fort. Die Formel 

X=R-+2X’ führt zu zwei bemerkenswerten Resultaten, wenn man setzt: 

)e=ma,bi,c,ee;yz=l,a=mb=c=..—=0((Garbieri), 2a =(«+pB-+ 

7 +) == Nr, N“; = («+ PTLY-r +) a nß, np; U: 8. W. Man 

findetR= (rn +1)(«<+ß-+y- --)?, wenn p der Grad der Determinante ist. 
Man findet ferner folgende Relation, die sich leicht verallgemeinern lässt: 


1 oaß-. a ad late « a a 
aaa Aue 
m PH II / Bert 
ed + ö Deere 


N a er ia 
vorausgesetzt, dass oa’ = pp’ = y’ = 00’ —], 


KAPITEL I. 


DIE BERECHNUNG DER DETERMINANTEN. 


I. Eigenschaften der Unterdeterminanten. 


15. Die Unterdeterminanten. Der Coefücient eines Elementes a;, einer 
Determinante R—= 23 = Aıı @2 ... Qnn wird die zu Qi, gehörige Unter- 
determinante dieser Determinante genannt; er wird gewöhnlich mit A, 
bezeichnet, also wie das Element a;, selbst, nur dass der grosse Buch- 
stabe A anstatt des kleinen a steht. Die Unterdeterminanten o;ı von Air, 
diejenigen von z;ı und so fort, werden ebenfalls Unterdeterminanten von 
R genannt, A, ist eine erste Unterdeterminante der (a — 1)! Ord- 
nung, a, eine zweite Unterdeterminante von der (n — 2)" Ordnung, etc. 

l. Bildung von A,,. Man findet alle Glieder von R, welche a, enthal- 
ten, indem man im Anfangsglied 4,1 @>2 ... @n„ die ersten oder die zweiten 
Indices auf alle möglichen Arten permutiert, dabei immer a, , unverän- 


el 
dert lässt und jeder der so gefundenen Permutationen das zugehörige 
Vorzeichen giebt. Man findet diese Permutationen durch Berechnung von 


also ist 
A222 . . Am 


A, ı = . . . . R 
Unze ne dan 


Sonach ist der Coeficient des ersten Gliedes einer DeterminanteR von n? 
Elementen die Determinanlte von (n— 1)’ Hlementen, welche dadurch 
erhalten wird, dass man in R die erste Zeile und die erste Colonne unler- 
drückt. 


2. Bildung von A... Zrste Methode. Geben wir dem Element «;. die 
erste Stelle in R dadurch, dass wir mittelst @—1) Vertauschungen 
von jezwei und zwei Zeilen die 2" Zeilezur ersten machen, und mittelst 
(k — 1) Vertauschungen der Colonnen die At Colonne ebenfalls zur 
ersten, so haben wir nach der vorausgegangenen Regel : 


Aıı ... Ask Atykri .e Aın 


Sonach ist der Coeficient A: eines Gliedes a in einer Determinante R 
von n? Elementen diejenige Determinanle von (n — 1)? Elementen, welche 
man dadurch erhält, dass man in R die in a, sich kreuzende Zeile i und 
Colonne k unterdrückt und die dadurch entstehende Determinante mit 
(— 1)it* multipliciert,d.h. mit + 1 oder — 1, je nachdem das betreffende 
Element gerade oder ungerade ist (s. N" 9, Ueb. 15). 


Zweite Methode. Man kann a;, an die erste Stelle mittelst @— 1) 
cyclischen Vertauschungen der Zeilen und (k — 1) cyclischen Vertau- 
schungen der Colonnen bringen. Jede dieser cyclischen Vertauschungen 


a 


ist gleichbedeutend mit (a — 1) Vertauschungen von Zeilen oder Colon- 
nen. Man findet demnach : 
Aitisktt °+. Mitten Aigiyt vr. Airizk-i 


R ü k 1 . . . . “ . . . . 

A; == (—1)r=G+%) 29% 5 
Aiykıı . . . . . . . 
di_1yk+1 ea Fat ZI ET 


je nachdem (2 — 1) gerade oder ungerade ist, hat man: 

(—1)r=9@ »)— ] oder (—1)'**. 
Die zweite Methode der Bildung von A;, ist bei theoretischen Unter- 
suchungen nützlicher als die erste. 

Uebungsuufgaben. 24. Man finde den Coefficienten von 4s; 4, in EE4,1Qaa...Az;, 
sowie denjenigen von &kajı inZ2a,;, ... Ann, mittelst cyclischer Vertauschung 
der Zeilen und der Colonnen, oder auch auf andere Weise. 

25. In einer symmetrischen Determinante, wo also ak —=ari, hatman: Ar = An. 

26. In einer hemisymmetrischen Determinante (s, N' 12, Ueb. 20), ist 
Aır—=—Ar und Au=0, wenn der Grad der Determinante gerade ist; es ist 
A;k = Ari, wenn der Grad der Determinante ungerade ist und A, ist in diesem 
Falle eine hemisymmetrische Determinante. In einer schiefen Determinante ist 


As: ebenfalls eine schiefe Determinante. 

*+27. Das Element a; und der Ausdruck (— 1)ji+% A;z werden gegenseitig 
Complemente, a,, und A,, gegenseitig algebraische Complemente genannt. In 
allgemeinen, ist (— 1)a+P-+Y Gr a a U, a, Aa Glied 
einer Determinante, welches (x + @--7) Inversionen enthält, von denen 
«in RE LARAR ß in m’ enthalten sind, so werden die Deter- 


minanten M = (—])«. (a, „ dl, Q=(— 1. (ay.1, a, gegen- 


seitig Complemente, M und (—1)7Q, gegenseitig algebraische Complemente, 
genannt. Man zeige,dass das Product von M und Q,mit-+ loder — 1 multiplieciert, 
je nachdem (r + s) gerade oder ungerade ist (oder das Product der algebraischen 
Complemente M und (— 1)7 Q), 1.2... m. 1. 2... (n — m) Glieder der Determinante 
R= (a, As: ... 41) giebt (8. N’ 8, Ueb. 13.) 

16. Erste Eigenschaft der Unterdeterminanten. Bildung einer 
Determinante mittelst ihrer Unterdeterminanten (Vgl. Einleitung, n° 12). 
Betrachten wir die Elemente 4,1, die, ...., dın der ersten Zeile einer 
Determinante R, so enthält jedes der Glieder von R eines (und zwar nur 
eines) dieser Elemente. Die Gesamtheit der Glieder, welche a,, enthal- 
ten, ist G14A1ı5 die Gesamtheit derjenigen, welche a: enthalten, ist 
A12Aıa, U.8. w. Also ist: 


R=a,, A,, +4; Ai, au An 


en 


Man hat ebenso für die Elemente der ersten Colonne, irgend einer 
Zeile ö, oder irgend einer Oolonne %: 

R=4ıı Aıı —a:ı Ası — y — Anı Anıy 

R= Au Au + Qi An . (in Ans 

R=ar Ant Qu Ar + An Ank. 
Mit Hilfe dieses Satzes kann man eine Determinante mittelst ihrer 
Unterdeterminanten und den Unterdeterminanten der letzteren etc. 
stufenweise berechnen, ohne sich der Permutationen zu bedienen. 

Beispiele. I. Unterdeterminanten, gebildet nach der zweiten 

Methode: 








q, b, 6, 
b> Ca b; 6; b, C, 
dr b2 0% = (ı +4: 4; - 
bs; 6; b, c, b2 62 
A; b; 6; 


II. Unterdeterminanten, gebildet nach der ersten Methode : 
(a,b,0,d,) Zah b, (a,0;d,) Ein b, (a,6,d,) eg: b; (a,6;d,) eu b, (a,0,d,). 
Uebungsaufgabe 28. Man beweise, dass: 


DEE 
EN 
DR 
ab’ co 


und auch die Relationen der Uebungsaufgabe 14. 


— a°a + 5°’? + c?c'"— 2aa'bb' — 2bb'cc' — 2Acc'aa'. 


17. Zusätze. I. Wenn die Elemente einer Zeile i (oder einer Colonne k) 
mit Ausnahme eines einzigen a; in einer Determinante R null sind, so 
reduciert sich die Delerminante auf das Product awA:. dieses Hlementes 
mit der zugehörigen Unterdeterminante. Wenn folglich alle Eiemente, 
mwelche auf derselben Seite einer Diagonale gelegen sind, null sind, so 
reduciert sich die Determinante des Systems auf ihr Anfangsglied.Folglich 
hat man: 


a di dı 





b2_ Co d; 
bb 6 ds 0 d , 6: ds Bed 
== 05 3 =( = (-%,. 
a 1 12 ch aY2Y3%, 
DENO las 
D’ 70 


II. Wenn die Elemente einer Zeile i (oder einer Colonne k) einer Deter- 


minante null sind, so können die Elemente der Colonne k (oder der Zeile i), 
ausgenommen Qix, welches nicht in A: auftritt, durch beliebige Elemente 


ki te 


erselzt werden; ersetzt man sie speciell durch Null, so kann man auch 
die Elemente der Zeile © (oder der Colonne %) durch beliebige Elemente 
ersetzen. Folglich ist 


mn» q Mm 0 0 
a rl 0 b 
m(a,b.c.) = u N Er 
En 2 0 & b @ 1) a. bb 6 
Ö A b; C5 Ö 4; b; C; 
min! ».d m. 02.000,90 
BE cn Tan sc 
Zu 0 & bb 6 p" de b2 06 
0 0a bb 6 gan am Wut 


III. Jede Determinante kann in eine Determinante höheren Grades 
verwandelt werden, und jedes Produci kann in Form einer Delerminante 
geschrieben werden. Man hat z. B., indem man die beliebigen Elemente 
durch Sternchen ersetzt : 


u 08 05:0 
0 Fon, Ze > IRRE 
a, b, 2.228 .% 
a,b,c 0 u 0 - —=| 0 q, b, SS 
Bir a, b, «0 a,b, 
0% 65 0 a b 0 h 
* da 2 


IV. Die Unterdelerminante Ai ist speciell einer Determinante R gleich, 
in welcher a. durch 1 ersetzt ist und die anderen Elemente der Zeile i 
oder der Colonne k durch Nullen. So z. B. hat man, wenn C den Coefli- 
eienten von 2° in der Determinante darstellt: 


were 0% 2 02050 20 


2 4 
rer c—| 220 Die — 
lan er 'cahre® 
U Be encH 026 ur 
Burda’ rd: A It BER 
Uebungsaufgaben. 29. Zu beweisen, dass 
1: 1 ae IE2t 0 0 
me 0030 0 0 U) 
(10.1.0 0 0 Er. ET? 
1 Er | O0 0 0 i 


I 


Dasselbe Resultat giebt die Daterminante, deren Elements alle nullsind, ausser 
dass @,p-ı=1, 44,94r—=—]1, in dem man der Reiha nach p ersetzt durch 
2,3,...n und qg durch 1,2,..n — r. 

30. Wenn mn =] ist, so ist: 





m-+n l 0. 0 
1 m-+n 1 0 RN 
0) 1 mn 1 mn 
0 0 1 mn 


Man verallgemainere diese Eigenschaft. Untersuchung des Falles, wom+t n 
—=2cosz,odrm +n=2, ist. ü 

3l. Man beweise, dass Q, (in N" 10, Ueb. 1)=a,Q,_ı +5,Q,._.. Hieraus 
folgt, dass Q. dar Nenner des „ten Näherungswertes des Kettenbruches 


N 
ust: Ads +... ) ist. Deswegen heisst Q. eine Continuante. 


*32. Man beweise den Satz von Muir (Nr 10, Ueb. 18) für k=0, p=|. 


**33. Lehrsatz von Laplace. Man kann eine Determinante von n? Elemen- 
ten in eine algebraische Summe von Producten von Determinanten zerlegen, 
welche den in N" 15, Uebungsaufg. 27, erwähnten analog sind; die einen sind von 
der Ordnung » und ihre Elemente werden immer aus denselben »» Zeilen oder 
Colonnen der ursprünglichen Determinante genommen, die anderen sind von der 
Ordnung (na — m), und ihre Elemente werden aus den noch übrigen (n — m: 
Zeilen oder Colonnen genommen. Oder einfacher: eine DeterminanteR ist gleich 
der Summe der Producte aller Determinanten M von m? Elementen, die man mit 
den Elementen von m Zeilen oder Colonnen bilden kann, multipliciert durch ihre 
algebraischen Complemente. Also ist 


(a, bysdı)—(aıda)(C3d4) —(a,b: )(csd,) +(a,b,)(cals)+(a2ds)(c.d;) —(a,b,)(c,d;) —+(a;b,) (cıd.) . 


Man findet 0 satt R, wenn man in den Determinanten um die es sich han- 
delt, in Ueb. 27 die Elemente einer (oder mehrern) der übrig bleibenden 
(n — m) Zeilen oder Colonnen durch die entsprechenden Elemente einer (oder 
mehrern) der » erstern Zeilen oder Colonnen ersetzt (Muir). Also 


(a1b2) (asdı) — (aıbs) (aadı) + (aıdı) (aads) + (aabs) (aıdı) — (aabı) (aıdz) 
+ (a;b;) (ade) = \a,d2azd,) =. 

Zusätze. I. Ein einziges dieser Producte ist nicht null, wenn alle Elemente, 
welche m Linien und (a— m) Colonnen der ursprünglichen Determinante 
gemeinsam sind, null betragen (Jacobi). II. Eine Determinante, in welcher die 
m Linien oder (na — m-+-1) Colonnen gemeinsamen Elemente null heusenzE ist 
null (Ueb. 32). 


418. Zweite Eigenschaft der Unterdeterminanten. Lemma. Die 
Unterdeterminante A;x einer Determinante R ändert sich nicht, wenn man 
die Hlemente der Zeile i und der Colonne k durch beliebige Blemente 


Be 7 


ersetzt. Denn nach der Definition enthält A,, weder ein Element dieser 
Zeile, noch ein Element dieser Colonne. 
Lehrsatz. Man hat: 
ajı Ası uw Aj2 As + + 4p An—=(0, 
a;5Au + a; Aut + + a, An 0, 


mwennj eine in der Zahlenreihe 1, 2, ... n enhallene Zahl und von i ver- 
schieden ist. Denn der erste dieser Ausdrücke ist eine Determinante, 
deren :!° Zeile mit der jt" identisch ist; der zweite stellt eine Deter- 
minante dar, deren :!* Colonne mit der 5j'" identisch ist (Siehe Zin- 
leitung, n° 12). 

Uebungsaufgaben *34. Essei R= (4,1Qa4 «+. Ann), S= (bıi das.» Ön-ı, n-ı). Bilden 
wir mittelst Sneue Determinanten S;, indem wir die (na — 1) Elemente der ersten 
Colonne dB, 1,d21,...dn_ı,ı durch 41,43; ... @„_,,, ersetzen, so haben wir identischs 


And FA. +: +4,50. 


nn N 


Zur Giltigkeit dieses Satzes braucht die in S versetzte Colonne nicht die erste 
zu sein. Er kann folgenderweise ausgedrückt werden : das Product A,„, Sı zweier 
Determinanten ist gleich der Summe der Producte der Determinanten, die sich 
ergeben, wenn man im ersten Factor nacheinander jede Colonne (oder Zeile) 
ersetzt durch eine und dieselbe Colonne (oder Zeile) des zweiten Factors und eben 
so diese ersetzt durch diejenige, welche in dem ersten Factor nicht beibehalten 
wird. Dieser Satz lässt sich beweisen, indem man S,, Ss, -.. S„ darstellt durch 
deren Unterdetera.inanten B,,, B,,, -.. B (Anderer Beweis, Ueb. 38). Zum 
Beispiele : 


n—liyl 


(d,c.) (a,d.) + (cıae) (d,2.) + (a1b)2 (cıd.) = 0. (x) 
(Baltzer-Hoüel, III, I1). 


II. Princip der Addition der Reihen. 


19. Fünfte Eigenschaft. Man kann zu den Elementen einer Zeile 
(Colonne) einer Determinante die mit beliebigen Constanten multiplicierten 
Elemente einer oder mehrerer paralleler Zeilen (Colonnen) hinzufügen, 
ohne die Delerminante zu ändern. Folglich ist : 


dı + mb — ndı bi Cı dı Aı bi Ci d, 
da + mb; re nd b> C2 d; ur da b» C> d. 
4; + mb; — Nds b; Cz d; Ev As b; Cz d; 


A, mb, — nd, b, C; d, (Ay b; C, d; 


al DE 
Denn die erste dieser Determinanten ist gleich 
(a4 + mbı — ndı)Aı + (a2 4 mb2 — nd:) A: 
—- (as + mb; — nd;)A; + (as + mb, — nd.) Aı; 
diese Summe kann man als eine aus drei Teilen zusammengesetzte 
betrachten. Nach der ersten Eigenschaft der Unterdeterminanten ist 
einer dieser Teile, nämlich : 
aAı aA: aA; aA, 
die zweite der oben angeschriebenen Determinanten. Die anderen beiden 
Teile: 
m(bAı + dA: + 55A; + brAı), — NldıAı + dA: + d;A;s + dıA,) 
sind null, gemäss der zweiten Eigenschaft der Unterdeterminanten ; 


hiermit ist die Behauptung bewiesen. 
Diese Eigenschaft ist in der Determinantenrechnung von grosser 


Wichtigkeit. 
Beispiel I. Man hat successive: 


D RISSE Rs Bu kat) 19 Te 
18.28. 337.8 2 1 9 PIE 
30 40:54:13 17, |Aa.ı 2 13 |... an Pr 
24 37 46 11 aa ol 2 4.28 
ER et a ee] 
en ee en Tee en 4 me 
| Ve) 











Die zweite Determinante wird aus der ersten dadurch abgeleitet, dass 
man die zwei-, drei-, vierfach genommenen Elemente der letzten Colonne 
beziehungsweise von der ersten, zweiten, dritten Colonne abzieht. Die 
dritte Determinante wird aus der zweiten dadurch abgeleitet, dass man 
die Elemente der drei ersten Colonnen von denjenigen der letzten abzieht. 
« Wenn wir, wie in gegenwärtigem Falle, eine Determinante haben, in 
welcher alle Elemente ein und derselben Zeile gleich sind, können wir 
stets daraus durch Substraction eine andere Determinante ableiten, in 
welcher alle Elemente ein und derselben Zeile, mit Ausnahme eines 
einzigen, null werden, und so die Berechnung auf die einer Determi- 
nante niedrigeren Grades zurückführen (Salmon). » In ähnlicher Weise 
kann man diese Berechnung fortsetzen. Man kann immer in derselben 
Linie gleiche (und selbst der Einheit gleiche) Elemente erhalten, indem 
man verfährt wie in diesem Beispiel, 


a 


II. 1° Man hat successive, wenn m = (b —a) (—a)(d —a), 








1.0 Va er. 1 ) 10) 0) 
iu 102 02 1 dba 5-—-ab Db’—ab? 
Bench eher eer ae car 
er BE 4 1 d-a d’—ad d’—ad’ 
N IE De Dan De 
c—a  c—ac e—ac | =m||]1 c im 
d—a d—ad d’—ad’ | a Q2 | 
1 0) Q 
ml c-b c-—b |=m(c—J) «3)| 1a 
1 d—b d’—ld 





— (b—.a) (c - a) (d—a) (c—b) (d—b) (d—.c). 
Schliesslich hat man, wenn man die ursprüngliche Determinante 
durch ihre, zwischen Strichen gesetzte, erste Zeile und durch P (b—«) 
das Product der Differenzen der Grössen a, b, c, d, ausdrückt, 


|l1,a,a’,a | =Pı(b—a). 





Im allgemeinen 
Tem, are ge! — RB (2% Er %:). 

Aus dieser Identität hat Cauchy die Theorie der Determinanten abge- 
leitet (Vergl. Nr 14, Beispiel). 

2° Man findet auch 

Il,a,a,0|=|1,a,a,a |(a +b--c-+a), 
| 1,a, a? a’ | = |1,a,a?,a’ |(a’-+b’0°-d’+ab+ac--ad+be+bd-cd), 
u.s. w. Man kann auch folgenderweise zu diesen Resultaten gelangen. 
Setzen wir (0 — a) (@ — b) (©—.c) (c—d)=2*-+Pa’+Qx’+Rr—+S, 
w—P=a-+b-+c4d Q=ab+ac+ad+ be --bd+.cd, etc. 
unda’+-Pa’-+-Qa?-Ra+S—=0, b!-+etc.—= 0. Ersetzen wir a’, 
b‘, c*,d*in | l,a,a?,a*| durch ihre aus den letzten Relationen abgeleite- 
ten Werte, so ergiebt sich 
Il,a,a?,a | =|1l,a, a”, — Pa — Qu’ — Ra—S| = 
Il,a,a, —Paej|=—P|l,a,a:, ad|, 

wenn wir die erste Zeile der Determinante mit S, die zweite met R, die 
dritte met Q multiplicieren und diese Producte zur letzten Zeile hinzu- 
fügen. Dann 
1,0, 0°, | = —P 11,0,0°,a:] — Q ]1,a,a°,0’| — |1,a,a%,a’| (P*—Q). 


Es ist möglich alle Determinanten | 1, a°, 01, a”, --- | so zu berechnen. 








vr 








Il. 
aı dı Cı aı 0 9) . | 
1 1 (a dic 
Reriaıcı> —|@2 aıdba — udı Ara — Arcı =— Ze 5: 
“ Aı\(aıd;) (ac) 
a5 d5 C; ds abs — Aabı Als —Ascı 


Man multipliciere die erste Colonne mit d,, die zweite mit a,, alsdann 
ziehe man das erste Product von dem zweiten ab; ferner muitipliciere 
man die erste Colonne mit c,, die dritte mit a, und ziehe beide Producte 
von einander ab. Ein ähnlicher Satz gilt für die Determinante (a, dz---2.). 
Hieraus ergiebt sich folgende wichtige Bemerkung: Wenn alle Deter- 
minanten zweiten Grades (aı ba), (a: C2), (aı d;), (aı 65), elc. durch k 
teilbar sind, so ist die Determinante durch k""' teilbar (Janni). 


Vebungsaufgaben. 35. Man verallgemeinere die folgende Relation : 


a-da|] 
0=/5b—-db 1 =(la—d)(b—c) + —d)(c—a)+(c—d)(a — 5). 
c—dc |] 





Man beweise die Relation («), N" 18, Ueb. 34; dann die Relation der Nr 14, Ueb. 23. 
36. Es seien X =(2 —.)(e — PB) (® —7)..; XKa=(a—e) (a—P) (a —7)...; 
KL=(b—a)(b —P)(b — y)... ete. Die Determinante 








zu l 

at, d 121721 Imst it 
.=-X|db e d|+Xla ce d |—ete., 

a? b? c* d? 

3 ne me are eir 

X, X 2. Xu 


ist gleich (5 -- a) (c— a) (e—b) (d — a)(d —b,(d — c) oder null, je nachdem X vom 
dritten oder einem niedrigern Grade ist. Stellt man die Determinanten des zweiten 
Gliedes dar in der Form von Binomen-Producten, so ergeben sich merkwürdige 
Identitäten, welche sich verallgemeinern lassen und dann den Hauptsätzen des 
Kap. XVIder « Geometrie superieure „ von Chasles äquivalent sind (V. Retali). 

37. Man verallgemeinere die Uebungsaufgaben 16, 17,19 der Einleitung und die 
folgenden Beziehungen : 1° Wenn (Vergl. Nr 31, Ueb. 9!). | 


1.2 3..K=a(a — 1). (a—k+1);a=1xX1X1.2;B —=u —3u+3u, — U, 


hat man 


| 1: Con Ge 10, 
III 

l ar 0 =; 1 2 1.2 = =aBß. 
l er Gi 103902,5 Us 


2 Wenn F=a2° +02 +00 +9; =a,(0 — a) (@ — PB) (© — y,), hat man 
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Dana aa 17) b RL; 
abbbdb| Kab-ax),|— 5 * | , 
abc .c| dt-dld-)\ | —a —b c x ER; 
Balbıc.d —a —b —cd 

s 10] 10.12.00) R Ä h 
.07:17%] Inebrler 
LER am IND 83) merke Da ee re 
Bali V} Dem] 

Ds Oel #2. 
33. Zu beweisen, dass 
| abe || »yz | = | zbe || ayz | + ! ybe || zaz | + | zbe || aya | . 


Man stelle vorläufig vermittelst des Lehrsatzes von Laplace (Ueb. 33) jede 
Seite der Gleichungen (oder alle auf einer Seite vereinigten Glieder) in der Form 
einer Determinante von 6 Linien dar (Vgl. Ueb. 34). 

39. Wenn die Summe der Elemente jeder Zeile einer symmetrischen Determi- 
nante null ist, so sind die Unterdeterminanten zweier benachbarter Elemente, und 
folglich auch die Unterdeterminanten zweier beliebiger Elemente einander gleich. 

40. Wenn man von der Bezeichnung in Beispiele II Gebrauch macht, und setzt: 


ana, a, 1 Be ja a’,an a, ih, Clal,as/ar,a,l); 
kann man beweisen, dass: 


4A —6B=C} (ab? +(a—c)’+(a - A? + (la et Hr ee +. 
A-B=C(@at® te ta te). 


a oe ee a | co (a —b), cost(d —c), cosi(c— a) 
sina sindsine | =2 | cos; (a+d5j, cost(ö+c), cosi(c-+a) 
Cosa cosd cosc sin+(@ + b), sins(d+c), sin!(c- a) 


=4sint(a—b). sin3(d—e). sin! (c—a). 


Man setze in der zweiten Determinante «=sin }a, x’ = coszya, ß=sin }b, etc. 
2° Man berechne die Determinanten 


|sinz, sin22, sin3#|, |sin?e, sinzcosz, cos?z|. 


42. Wennin einer Determinante die Summe der Quadrate der Elemente jeder 
Zeile der Einheit gleich ist, und wenn ausserdem die Summe der Producte der 
entsprechenden Elemente irgend zweier paralleler Zeilen null ist, finden diesel- 
ben Beziehungen zwischen den Elementen der Colonnen statt. *Die Determinante 
ist gleich & 1 und jede Unterdeterminante, absolut genommen, hat den Wert 
ihres correspondierenden Elementes (Vergl. n° 26, II). 

*43 Eine Determinante ist null, wenn das Verhältniss der Differenz der Ele- 
mente zweier Colonnen zur Differenz der Elemente zwe.er anderer Colonnen für 
jede Zeile constant ist (Studnicka). 

**44, Jede Determinante vom Grade n, die in Bezug aufıhr Cenirum symmetrisch 


en 


ist heisse cyclosymmetrisch; sie ist das Product zweier Determinanten vomGrade!n 

oder von den Graden Z(n +1), 3(» — 1). Also 
re 

% UP Ca da ar fd J- d, d, +6, 

de 4 Dan Ads -+ de db. -+- Ce 

dt %, 2 SDr es, 


Ay 3 d, b, =. C, 
ds — üs ba — Ca 








Eine besondere Gattung der cyclosymmetrisches Determinanten sind die bisym- 
metrischen, deren Elemente symmetrisch sind in Bezug auf beide Diagonalen 
(Vgl. Ueb. öl). 

*45 Eine symmetrische Determinante, in welcher alle Elemente der zur 
zweiten oder ersten Diagonale parallelen Reihen gleich sind, nennt man 
persymmetrisch. Man verallgemeinere die folgende sich auf eine persymmetrische 
Determinante beziehende Relation, welche von Hankel herrührt: 


yzUH — TI; Y =RIa — 0,; etc. 
s=yY-Yy, u =Yı Ye 
um, -— 2; uU=n—2. 

=u—ıu. 

Es besteht eine analoge Formel für eine beliebige Determinante (Studnicka). 
Man wende vorstehendes auf eine Determinante von drei oder vier Zeilen an, 
deren Elemente die Quadrate oder die Cuben der Zahlen 0, 1, 2, 3, .... sind. 

**46. Eine persymmetrische Determinante, in welcher jede Zeile dieselben 
Elemente enthält, wird Circulanle genannt. Man verallgemeinere die folgende, 
sich auf eine Determinante dieser Art beziehende Formel, wo e eine der imagi- 
nären Cubikwurzeln der Einheit vorstellt: 


T 
%, %% I|=|% 
2 


u I 


a y% 
z 2 y\=(aety+2)(o +ey+ er) (+ ey-+ 2). 
yzı% 


Jede Circulante mit 2% Zeilen kann symmetrisch in Bezug auf sein Centrum 
(ceyelosymmetrisch) gemacht werden, wenn man die Ordnung der r letzten Zeilen 
und dann der » letzten Colonnen umkehrt. 

Aendert man die Vorzeichen aller auf einer Seite der Hauptdiagonale gelegenen 
Elemeute einer Circulante, so erhält man eine schiefe Circulante. Die schiefe Cir- 
culanten haben Eigenschaften, welche denen der Circulanten analog sind. 

**47. Man suche den Wert einer Circulante, in welcher aie Elemente 
%ı, Day... u ausser 2,, gleich 1 sind; wo sie ausser &,, &, gleich O sind; wo sie 
eine arithmetische oder eine geometrische Progression bilden; wo &+ = m"*"! ist. 
(Stern, Journal herausgeg. von Crelle-Borchardt, Bd., 73, S. 376, etc.); wo 
@,=k*, oder cos(a+kb—b), oder sin (a + kb — b), oder 78 wel 

48. -0 yuiz U 


van »: | ((-atytsteaertsinn 
au a yı TE IX@+y-erü)ety 
ur y —i 


Es ist der Fall zu untersuchen, wo 2=(. 


Br 


*29. Eigenschaften einer Null-Determinante. Erste Eigenschaft. 

I. Ist eine Determinante null, so wird die erste (N" 16) und die zweite 

(N’ 18) Eigenschaft der Unterdeterminanten durch dieselbe Gleichung, 
nämlich: 

GıjAıi — a; As: +... -- AL (C) 


ausgedrückt, in welcher j sowohl mit : gleich, oder von ö verschieden 
sein kann. Zs besteht also zwischen den Elementen aıj, A2js ..., Anjärgend 
einer Colonne j eine lineare Gleichung. Man hat ebenso für die Elemente 
Qjı, 4j2y ...„ An irgend einer Zeile: 


ajı Ası 4,2 Aa— ..-- 4n An —O0O. (L) 


II. Umgekehrt, wenn eine solche lineare Relation zwischen den Ele- 
menten jeder Zeile oder Colonne stattfindet, so ist die Determinante null. 
Sei z. B.: 

rı a; tray; an; =0, (N) 


diese Relation für die Elemente irgend einer Colonne j. Multiplicieren 
wir die Elemente der ersten Zeile mit A, und addieren hierzu die Elemente 
der anderen Zeilen, nachdem wir dieselben beziehungsweise mit 
Aa, As, ..., An multipliciert haben, so wird die mit A, multiplicierte 
Determinante einer anderen Determinante gleich sein, in welcher alle 
Elemente der ersten Zeile zufolge der Gleichung (N) null sind. Damit 
ist der Satz bewiesen. 
III. Es sei R= (a1: @22 -*- Qu) 0, so folgt, 


Kir 2 Adı > Ası 2a aA — 

Aı2:A22:Asn: +: An — 

Anz Ay An: ren 2 An, 
wenn die Unterdeterminanten nicht alle null sind. 

Nehmen wir an A,, sei nicht null, und beschäftigen wir uns mit der 
Unterdeterminante A;,, welche sich ergiebt, indem man in R an die 
Stelle der Elemente der Colonne 3 Null setzt, mit Ausnahme von a, an 
dessen Stelle man die Einheit setzt (N" 17, IV). Multiplicieren wir dann 
die Elemente der rten Zeile von A;, mit A,, und addieren wir dazu die 
Elemente der anderen Zeilen, nachdem wir sie respective mit Ass, Ans +. 
A„, multipliciert haben, so hat man, zufolge der Gleichungen (C) der r' 


Zeile die Elemente 
0, 0, ...; ri = As, ...,:. 0, 0, 


wo b,, das kt* Element bezeichnet. Das Product A: A,, ist also gleich 
b,. oder A; multipliciert mit der entsprechenden Unterdeterminante, 
nämlich A,x. Folglich ist A, A,, —= A, A,r, oder, wenn A,, nicht null 
ist, Ak An ze AL 

Daraus ergibt sich die erste Zigenschaft einer Null-Determinante : 
« Die den Elementen paralleler Colonnen (Zeilen) einer Null- Determinante 
entsprechenden Unterdeterminanten sind proportional; folglich, die ver- 
schiedenen linearen Beziehungen zwischen den Elementen paralleler Colon- 
nen (Zeilen) einer Null- Determinanten sind in Wirklichkeit von einander 
nicht verschieden und unterscheiden sich nur durch einen constanten 
Factor. 

Das Princip dieser Beweisführung rührt her von Janni. 


B. Zweite Eigenschaft. /n einer Null-Delerminante R besteht dieselbe 
homogene leelation zwischen den Elementen jeder Zeile (Colonne) und in 
dieser Relation bleıbt ein Teil der Coeficienten der Hlementen, welche nicht 
notwendigermweise null sein müssen, sondern man kann ihnen einen wüll- 
kürlichen Wert beilegen (Falk). 

Erster Fall. Einige Unterdeterminanten von R sind von Null ver- 
schieden. Bei dieser Annahme, ist die zweite Eigenschaft mit der ersten 
identisch (n° 20, A, III). 

Zweiter Fall. Alle Unterdeterminanten von R sind null, aber eine 
Undeterminante höaerer Ordnung ist von Null verschieden. Der Kürze 
halber, wollen wir uns begnügen mit der Berücksichtigung der Deter- 
minante R== | abede |, derer Unterdeterminanten alle null sind ; aber 
es sei (aıb2c;) von Null verschieden. Man findet leicht (für beliebige, 
also auch von Null verschiedene Werte von % und ») Coeflcienten 
x, y, z welche den Gleichungen 


Fı oder ac +by+ az +dutevw=0, (1) 
F, oder m + by+c2 +du+er—0, (2) 
F; oder ge+by+ 02 + du +et—0, (3) 
F, oder aa by + az + du tev—=0, (4) 
F; oder ge + by cs du + ep —=0. (5) 


genügen. Es sei 


(a1d26;)= aıaı + A222 + 0505 — bıßı —-:ß> + b>B; za ayı + 0272 —6y5- 
Multiplicieren wir jede der Gleichungen (1), (2), (3), zuerst mit 


ad = 


&ı, &s, &, dann mit Pı, ß>, ßs und schliesslich mit yı, y2, y; und addieren 
dieselben. So ergiebt sich 

(aıb2c;) © + (dıb26;) u + (eıbat;) v —=0, 

(aıb>cs) y + (ardacs) u (a1eacs) v = 0, 

(aıb2cs) 2 + (aıb2d;) u + (a1d2c;) do —0. 


Diese Gleichungen geben uns die Werte von z,y und 2 für beliebige 
Werte von % und v. Die Werte von z, y, 2 entsprechen ebenfalls für 
beliebige Werte von x und v den Gleichungen (4) und (5). Denn 


(a.b26; Fı) = — (a2bsc,) Fı + (aıbscı) Fa — (aıbec,) F; _- (aıbac:) F;, 
und die Coeflcienten von ©, %, 2, u, vin dieser Gleichung sind respective 
labea |, |abdch|, Jabec |, Jabed|, |adce|, 


welche alle null sind : die drei ersten, weil sie zwei identische Colonnen 
haben und die beiden letzten, weil nach unserer Hypothese die ersten 
Unterdeterminanten von R null sind. Mithin ist (aud2c; F,)= 0, und da 
F,,F;, F; null sind, so hat man 
(aıbac;) Fı= 0; 

da nun (aıÖa>c;) nicht null ist, so ist F, = 0. Ebenso lässt sich beweisen, 
dass F;, = 0 ist für beliebige Werte von % und v und für diejenigen 
Werte von z, y, 2, die sich aus den obigen Gleichungen ergeben. 

Diese Beweisführung ist eigentlich der Theorie der linearen Gleichun- 
gen entlehnt, welche wir im folgenden Kapitel behandeln werden. 

Beispiel. 


a 
Se ars Zul 
a 
ae 





u ar. 22° 2A o=8 


ist null mit seinen Unterdeterminanten des vierten und dritten Grades; 
die Unterdeterminante aıd2 — a.dı = — 1. Folglich kann man 2, %, ® 
als beliebige Zahlen betrachten, und die Gleichungen 
= —2+u— 2, Yy=—?—ur®d, 

bestimmen die entsprechenden Werte von & und Y. 

C. Eigenschaft der Unterdeterminanten einer Null-.Determinante, die 
eben/alls null sind. Ist eine gewisse Zahl von Unterdeterminanten einer 
Null-Determinante ebenfalls null, so ergiebt sich von selbst, dass auch 


(4) 


IN 


andere Unterdeterminanten null sind. Der Kürze halber wollen wir uns 
mit einem Beispiel begnügen. Es seien in R = (abcde), 
Es; = (aıbac;dı)—= 0, — Ds; = (abac5e,) = 0, 
und (aıb2c;) von Null verschieden. 
Es seien ferner | 
= — (Aebscı), Mm (abscı), n= — (Aıbacı), P = (Aıbzc;) 
die den Elementen der vierten Colonne der Determinanten D und E 
entsprechenden Unterdeterminanten. Nach der zweiten Eigenschaft der 
Unterde terminanten ist 


laı + mas + nas + paı = 0, (1) 
Ib, + mbz + nd; + pa —0, (2) 
lcı + mta -1- Ns; + DC = 0; (3) 
und ferner, dE; =0undD;, —=(, 
ldı + mdı + nd; -- pdı = 0, (4) 
leı + me2 + ne; 4 pe —=0. (5) 
Die Unterdeterminanten, diesichin R befinden, nämlich A; = (bıC2d;e,), 
Bs = — (a102dse4), Cs — (aıb2d;e,), sind ebenfalls null; A,, z. B., nach 


N° 20, II wegen der Gleichungen (2), (3), (4), (5). Die Relationen A; = 
B=06=D=E = 0, kann man abgekürzt schreiben 

a bi Gr di se | 
a. b2 c2 de & 
5b 5 d & 
vu bh a dı & 





oder 
0 = || abede || (Zeilen 1234). 
Es ergiebt sich übrigens aus diesen Relationen 
— | abede | = asA; + b5B; — 0503; —- dsD; + EB; —= 0. 
2° Gesetzt (aı d206)—=0, (a d2d;)—=0, (ad &)—=0, und (a, be) 
sei nicht null. Schreiben wir # = (a: bs), s = — (aı b;), t= (a, br), so 
ergiebt sich leicht 
raı + Sa: 1 la; —=(0, rb, -H- sb; -- ib; = 0; 
rCı 802 +1 = 0; rd, — sd; -+- td; =0, reı —- Sea -- is U! 
Alle Determinanten, die sich ergeben durch Tilgung von je zwei 
Colonnen aus der Tafel 
ab aldi. 6 
eb a d ®& 54. 
Gb 65 dd’ & 





— 51 — 


sind null. Man kann das schreiben || abede || (Zeilen 123) = 0, und dieses 
führt offenbar uA; =B=-0(G,—=-D,—=E,undR=0. 

3° Gesetzt (aıd.) — 0, (a1 62) = 0, (aı de) = (aı e) = O und a sei nicht 
null. Aus 





dıd2 — dedı — 0 

und den vorausgesetzten Relationen 

aıb2 — asbı = 0, Aıca — A2cı =0, Aıda — ardı = 0, Aıe2 — Qrtı =, 
folgt, dass alle Determinanten, welche sich ergeben durch Tilgung von 
Je drei Colonnen aus der Tafel 


Aı b, Ci dı eı 
A2 ba ce da & 


) 














null sind. Man kann das schreiben: O— | abede || (Zeilen 12), und 
dieses führt zu R—0. 


Uebungsaufgabe. *49. Eine symmetrische Determinante (Ueb. 25) ist, absolut 
genommen, dann ein vollständiges Quadrat bezüglich der Elemente einer Zeile 
(oder Colonne), wenn die dem auf der Hauptdiagonale gelegenen Element dieser 
Zeile (Colonne) correspondierende Unterdeterminante T null ist. Zum Beweis 
dieses Satzes bemerke man, dass für die Unterdeterminante von T Ays = Asr ist, 
und dass ausserdem, weil sie den Wert Null hat, A®rs = Ayr Ass. Man bildet dann 
die Determinante mittelst der Elemente der betreffenden Zeile und der ihr ent- 
sprechenden Unterdeterminanten, dann ferner diese vermittelst der Unterdetermi- 
nanten von T. 

*+50. Eine hemisymmetrische Determinante (Ueb. 20, 26) von geradem Grade ist, 
absolut genommen, das Quadrat einer rationalen Function ihrer Elemente. Man 
bringe den Ausdruck (ax + by 4cz)* in die Form einer hemisymmetrischen Deter- 
minante. Man beweise diesen Lehrsatz wie den obigen, indem man berücksichtigt 
(Ueb. 26), dass’ die Unterdeterminante T eines Elementes der Diagonale null ist. 
Die Quadratwurzel einer hemisymmetrischen Determinante heisst Pfafien (fran- 
zösisch), Pfafiian (Englisch) (Cayley), Halbdeterminante (deutsch) (Scheibner). 

Diese beiden Sätze können auch auf einfache Weise mittelst des von Janni 
(N' 20, A, III) angegebenen Verfahrens bewiesen werden. 

**5|. Wenn eine hemisymmetrische Determinante 2nten Grades zugleich 
symmetrisch ist bezüglich ihrer zweiten Diagonale, so kann man sie als Quadrat 
einer Determinante nten Grades darstellen, indem man zu jeder gt” Zeile (Colonne) 
(g= oder < n) die (?n — q + 1) hinzufügt (Günther). Vergl. Ueb. 44. 

*+52. Die aus den Elementen A:r gebildete Determinante, nämlich : 

(Ası, Aa, -.., Ann) 
wird die adjungierte oder reciproke Dsterminante der Determinante (411 @as ... Ann) 
genannt; sie wird samt ihren Unterdeterminanten und den Unterdeterminanten 


‚letzterer gleichzeitig mit der ursprünglichen Determinante zu Null (n° 14, Zusatz 
und 20, A, III). Folglich enthält die adjungierte Determinante ihre ursprüng- 


nat 


liche einmal weniger als Factor als in derselben Zeilen vorhanden sind 
(19, III); demnach ist die adjungierte Determinante von R gleich R*-' (Cauchy) 
(Vergl. N’ 25, Ueb. 67). Die adjungierte Determinante ändert sich nicht, wenn 
man an die Stelle jeder Unterdeterminante A:r das Complement (— 1)'+*A:r 
(S. N'15, Ueb. 27) von ar (N" 9, Ueb. 15) setzt. 


III. Summen und Producte von Determinanten. 


21. Abgekürzte Bezeichnung für die Determinanten. 1. Wir bezeichnen 
in diesem Paragraphen die Determinanten, in welchen die Indices der 
Colonnen durch Buchstaben ersetzt sind, mittelst dieser zwischen Striche 
gesetzten Buchstaben. Also : 


@eı bi Cı 
| abc | =| da ba C2 
(Az b; (5 


Mit Hilfe dieser übrigens bereits angewandten Bezeichnung kann man die 
Eigenschaften I, III, IV, V für die vorige Determinante folgendermas- 


sen ausdrücken : 


| ma, b, c, | oder | (ma)be | = m | abe | ; (1) 
lac|=—|ac|= | cab | = — | bac | = | beca | = — | cba | ; (3) 
|aac| =0; | abb | =; etc. (4) 
|a-+-mb,b,c | oder | (a-+ mb)be | = | abe | . (5) 


II. Betrachten wir die Grundpermutation abcede einer bestimmten 
Anzahl von Buchstaben und eine beliebige andere Permutation baede, 
so sehen wir, dass man von der Determinante R= | abcde | zu 
R’ = | baedc | durch eine Anzahl von Colonnenvertauschungen gelangt, 
welche gleich ist der Anzahl der Elementenvertauschungen, durch 
welche wir die Permutation daedce aus der Permutation abede ableiten. 
Je nachdem diese beiden Permutationen von derselben Classe sind oder 
nicht, ist diese Anzahl gerade oder ungerade, und demnach haben R und 
R’ dasselbe Zeichen oder nicht. Die oben gegebenen Gleichungen (3) 
sind eine Anwendung dieser Bemerkung. 

III. Betrachten wir die Determinante 


| ßıb, 020, Ezt, dud, YsC | R 


in welcher alle Elemente einer Colonne mit demselben Factor multipli- 
ciert sind, der durch den dem lateinischen Buchstaben, der die Colonne 
characterisiert, entsprechenden griechischen Buchstaben dargestellt ist; 


na WER 


hat ausserdem dieser griechische Buchstabe einen Index, der gleich dem 
Rang dieser Colonne ist, so ist diese Determinante gleich 

Bıa2esdays | baede | = + Pıazesdays | abede | , 
wo das Zeichen 4 oder — gilt, je nachdem die Permutation baedc oder 
Baedy gerade oder ungerade ist. 

2%. Sechste Eigenschaft. Wenn alle Elemente einer Colonne (oder 
Zeile) einer Determinante Polynome von m Gliedern sind, so ist diese De- 
terminante gleich der Summe von m Determinanten, welche man dadurch 
erhält, dass man in der ursprünglichen Determinante successive jedes 
Polynom durch eines dieser Glieder ersetzt. 

Es genügt dieses Theorem für den Fall einer Determinante von neun 
Elementen abzuleiten. Sei zum Beispiel : 

mu=adÜta ta, =, +. +, Sea, ta/ra”, 
so hat man: 

| +a”+0”,d,0|=|(e +0” +0”)be | — 
labe| + |a”’be] + | a’”be | ; (6) 
denn die erste dieser Determinanten ist gleich : 
te ta)Aaıta ta ta )A: tl, ta, +a)As; 

die andern sind beziehungsweise gleich : 

a Aı a, A ta, A;, 

a, Aı + a, Ar + a A,, 

a Aı a’ Ar 4 al’ A, 

Zusatz. Wenn die Elemente mehrerer Colonnen (oder Zeilen) Polynome 
sind, so kann man die im vorigen Satze enthaltene Methode der Zerlegung 
mehrere Male anwenden. 

Beispiel. Mittelst dieses Zusatzes findet man : 

| +a”,# +9 |-|@+a)W +3) | - 
| a’, 5’ -+ 5” | oder | a’(b’ +2’) | + | a”,2’-- 0’ | oder | a’ (d#’ + 9”)] 
-|@# | + ja” | + a” | + |a”V” |. (6) 

Anmerkung. Die Eigenschaft V ist eine Folge der Eigenschaften 
I, IV,.VI. Es ist möglich auch die Eigenschaft I aus VI abzuleiten, 
wenn man successive für m (Nr 10) eine ganze, gebrochene oder incom- 
mensurable Zahl nimmt. 

Uebungsaufgabe. 53. Man zerlege: 


aızı + dußı dı2a + dıße 


| 4,2, + dıza aıßı + dıße 
Azaı + daß, ya + baßz |' 


| Ag2ı + ders Meß + dußs 





N 
54. Zerlege ebenso : 


Aı%ı + dißı 4 Cıyı Aı%a -I- dißa + Cıya 
Ge%ı -- daßı + Cayı QeXa + Daßa -H- Caya 
55. Man hat 


la+az-a’2?,d,cj=]|ad,c|+xr|a,dc| +2? 1|a”,d,c]. 
23. Mnemotechnische Regel für die Eigenschaften I, IV, V, VI. 
Um die Gleichungen (1), (6), (6’) wiederzufinden, bemerke man, dass ; 


(ma)be = m.abc, 
(a’ +a’’ + a "be = abe + abe -+ a'’be, 
(a 4a”) +b’)=ad’ a’ Lab’ ad”; 
in diesen Gleichungen geht die rechte Seite durch Ausführung der auf 
der linken Seite angezeigten Multiplication hervor. 

Dieselbe Regel gilt für die Eigenschaft V, wenn man, zufolge der 
Eigenschaft (4), jedes Product, worin derselbe Buchstabe zweimal vor- 
kommt, durch Null ersetzt. Folglich hat man : 

la +mb)be| = |abke| -m|bbe| = | abe | -0=|abe]|. 

Diese Regel setzt uns in den Stand, gewisse Determinanten sehr 

schnell berechnen zu können. Zum Beispiel : 
la+bdb+c,c+a|=]|abe| + |bca| =2| abe | ; 
la—b,b—c,c—a|= |abe | — | beca | =0. 

Uebungsaufgabe. 56. Man suche, im allgemeinen, den Wert von 

IS—a S—b, S—t,..|; 
wenn S=a-+5b-cH+... ist. 


57. Man finde den Wert von |a--2,5--£,c-H-y|. Man verallgemeinere 
folgende Relationen : 















































a, 5, €, | 
b, c 6; Az a, 5 
aa al a h. & 7 Due hR a. % 7" 
FE ES 5; 6; | ı 4 2,90 
a, r% 7 zZ 
+ 2y0; + yza, + 200, + 2y = & de +Y Ca ; 
4; b; 6; +2 
a, bc DIEBE 
O3 0 0 5 
da ba Consult 0 Ca +4, ba 6 + 6; | rad 
bs 0 As 0 2 0 
Az 5; Cz Us: 05,04 





Man setze in der ersten Relation z =y=z; dann 
v+ds4=I, 5; Ha=0, 5 + =0. 
55. Man verallgemeinere die folgende Relation (Brioschi) : 
Aabı — Aıba d2C, — bile Cad, — Cıda 
a5b, — a,b; b5C, — biC5 e;d, — Cıd; 
a,b, — ab; bc — dich Cıdı — Cıd, 


—= — bit, EZ abaczdı: 








PAR 


=4. Siebante Eigenschaft. Das Product zweier Determinanten kter 
Grades lässt sich ebenfalls als eine Determinante k!er Grades darstellen, 
deren Elemente die Summen der Producte aus den Elementen jeder Zeile 
oder jeder Colonne der ersten Determinante mit den entsprechenden Ble- 
menten jeder Zeile oder jeder Colonne der zweiten Determinante sind. 
Setzt man also 9 = mn, und ist : 
dı Aa 
bı b; 


%ı ßı 
2 ß: 


| &ı 2 


IPı P: 


Aı bi 
da b> 


m = ıNn= 























so hat man: 
aıcı + biß: Aida 4 bıße 
Q2% + baßı A242 + b2ß: 
_|aıaı + a:fı Aa + aß: | ac a0  Mßı + aß: 
dan — b>ßı bıa2 + | bi + baas bißı + b.6, 
Es genügt, dieses Theorem für zwei Determinanten von je neun 
Elementen nachzuweisen, was wir jetzt thun wollen; es seien die 


De aıcı -m bıaa aıßı 4 bıßa | 


Ad2dı -- D2%&3 aßı -|- b:ß: 




















en Determinanten : 
lade |, |aßy|. 
Das Product derselben ist die nach der gegebenen Regel gebildete 


Determinante : 
P= |auı +5 +0, aa2+bdf2-4- 0, was 5Bs + 0: | 
Nach N' 23 genügt es, um P zu finden, die Glieder des Productes : 
— (aaı + bß, + cyı) (axs + 5B2 + 6y2) (aas + 5; + cy;) 
zu bilden, ohne die Reihenfolge der Factoren umzukehren; diejenigen 
Glieder, in welchen einer der Factoren @,d,c, öfter als einmal vor- 
kommt, gleich Null zu setzen, und endlich die noch übrigen Glieder 
dadurch, dass man sie zwischen Striche einschliesst, in Determi- 
nanten zu verwandeln. Nun enthält das Product P’ siebenundzwanzig 
Glieder, welche man dadurch erhält, dass man alle Permutationen 
der Buchstaben a,d,c mit Wiederholung bildet und zur Seite dieser 
Buchstaben die entsprechenden griechischen Buchstaben, mit dem 
geeigneten Index versehen, setzt. Wenn man von diesen Permutationen 
alle diejenigen, in welchen Wiederholungen vorkommen, unterdrückt, 
so bleiben die sechs Permutationen der Buchstaben a,b,c ohne Wieder- 
holung, welchen die sechs partiellen Determinanten 
ıy2ßs | acb | + yıa2ßs | cab | 
+ Bıa2y; | bac | + Bıy2as | bca | + Yıßaa; | cba | 





AR. 


entsprechen. Jede der Determinanten | ach | , | cab | ,u.s.w. ist gleich 
+ | abe | oder — | abc | , je nachdem die entsprechende Permutation 
acb oder ayß, cab oder yaß, .... gerade oder ungerade ist. Also ist 


RE | abc | | aıßays ea Aıyaßs + JıRaßs = Pıa2ys + Pıyaa; m Ysßazı }, 
oder 
P= | abe || oßy |. 
Andere Form derselben Beweisführung. Es sei A = (@ıı 422 4:;), B= 
(di ba: b33), C= (cıı 22 C35)» CH = Ai drı -- Ara Dr: + Qis br. C lässt sich 
zerlegen in 27 Determinanten von der Form 


Aıpbıp Qzadıg AsıDır Dip Dig Dır 
QıpD2p A2aDag Asıdar | = Aıplagdsr b:» b24 bar |» 
AıpDsp A2odsq AsıDsr Ds» b;, b;» 


in welchen 9,9, je einen der Indices 1,2, 3 bezeichnet. Sind zwei 
dieser Indices 9, q, r gleich, so ist die entsprechende Determinante null; 
ist pgr eine gerade Permutation von 1,2,3, so ist das zweite Glied 
obiger Gleichung gleich B multipliciert mit @ıp @24 @;r, dem Gliede von A, 
welches dieser geraden Permutation entspricht; ist 297 eine ungerade 
Permutation von 1,2, 3, so ist das zweite Glied der Gleichung gleich B 
multiplieiert mit — @ıp @2g @sr, dem Gliede von A, welches dieser unge- 
raden Permutation eutspricht. Mithinist C=BX 2 =#4ı 424; —=AB. 
Man sehe auch N" 25, Ueb. 68; 29, Ueb. 80. 


Uebungsaufgaben. 59. Wenn man in der Relationp—=mn,i=V —1 und 
u=r+si, -—a—=t+U, H=pteo, -R—=rtu, 
bb. —=r—si, s,—=t—- u, B=p—s, A=rT—vi 
setzt, so ergiebt sich das folgende, von Euler gefundene Theorem : Das Product 
zweier Summen von vier Quadralen kann auf vier verschiedene Arten die Form einer 


Summe von vier Quadraten annehmen. 
60. 1° Das Product zweier Zahlen von der Form 


+ y°+ 2° - day = 





Na 





Sa 8 
gun 


kann auf dieselbe Form gebracht werden. *Im allgemeinen ist das Product zweier 
Cireulanten eine Circulante (Souillart). 

2° Die folgenden Determinanten sollen jede als ein Product zweier Determinan- 
ten ausgedrückt werden : 





azı + cz, 0 fzı + 92, a? + bc ab bd 
Aue t+bdye +02 Ay SU -+-9% |, ac bc + de df |. 
by; + 023 dysz 9735 ce ef de+S* 





Re 


25. Anwendungen. I. Flächeninhalt des Dreiecks (Vgl. N’ 29, 
Beispiel). 1° Betrachten wir drei Systeme rechtwinkliger Coordinaten, 
von welchen das zweite denselben Ursprung hat als das erste, und mit 
ihm den Winkel « bildet, das dritte gleichgerichtet mit dem zweiten, 
aber mit einem anderen Ursprung, und seien in diesen drei Systemen : 

(8, —=0), 7, = 0; Xı u), Yin 0; Ui, Yı) 
(&>, mMeleRmEN 2.2 Yı); 
(&;, 755 REN, Y:), 
die Coordinaten der drei Punkte 1,2, 3; dı2, das, dsı die Quadrate ihrer 
gegenseitigen Entfernungen ; T der Flächeninhalt des Dreiecks 123, in 
absolutem Wert ausgedrückt. So hat man successive : 



































Der, && n _|X20e0s2— Yısina, X: sina-- Y: cos « 
En X;cos« — Y;sina, X;sin@-- Y; cos «a 
IRRE cos&a —sina«a! Kam Yo 0 — %ı Yı—Yı 
= Y; sin & ne N RR 
1 0 0 Bee 200°} 
EM! U2—%ı Y:-Yyı =|1l © Y% 
1 VD; —%ı Ve! 1 D; Y; 
2° Sei noch : 
10H 0O 0,1 WIN TO 
ST —_ VE om mem zw 9 
Gral zu EEE 
VE ler Zr Y5 1 O0 8% Y5 
Durch Multiplication dieser beiden Ausdrücke ergiebt sich : 
0 1 1 1 
en |. ty m; -+YY 2; T 919; 


l 29. 499% MIN Bst 92%; 

1 DU; HYYs Bl; Y29; 2,403 
Multiplieieren wir die drei letzten Zeilen mit — 2,dividieren wirdieerste 
Colonne durch — 2, und addieren wir die erste Colonne und die erste 
Zeile, nachdem wir sie successive mit (e? + y?), (0234-93), (234935 
multipliciert haben, beziehungsweise zu den drei letzten Colonnen und 
zu den drei letzten Zeilen, so kommt: 

0 1 l 1 


dı; 
d,; 


FAR RL 


— 16T’ = 


u 
Is 
a {X} 


BO 
und hieraus ergiebt sich die bekannte Formel 
a a rl 9} 
wenn @—=d,,0?’—=d,.°—=d,,„22?=a-+b--c(s.N' 10,19, Ueb.48), 
30 Setzt man diese Determinante gleich Null, so ergiebt sich die Bedin- 
gung dafür, dass die drei Puncte 1, 2,3 in einer geraden Linie liegen. 
4° Man findet ebenso, für zwei Dreiecke A,A,A,, A/ASA;, von wel- 


chen die Ecken zu Coordinaten (2: , Yı), (@2, Y2), (&5 , y;), und (®\, %1), 
(©5, Y3), (@5, 5) haben und die Flächeninhalte T und T’ sind, 





1.029.703] 20er Br OzE u Kai 
_ jr 9. must 0 294) 2 
Rn RE Et 1 san 
OT a Fo Ra IE Be 1 dA... 








d,s bezeichnet das Quadrat von A,A,. 


II. Halbmesser des einem Dreieck umgeschriebenen Kreises. 1° Nimmt 
man den Ursprung im Mittelpunct des Kreises an, so ist: 











R:®,. yıll =R 2,2% | VE 
—AT’R’=|R 2, 9, \\-R 2: 9 == Fi d,, Veen 
R I; % —R 2, 9! d,; d,; 








woraus folgt, wenn a, b, c die Seiten des Dreiecks bezeichnen: 
ART —=Rbe. 
2° Für zwei eingeschriebene Dreiecke, findet man (wir gebrauchen 
die Bezeichnungen von I, 4°) 


dj, d, 2 d, 5 
STTREia,, aha 
d,, d;. d;; 


III. Das Product der Gleichungen in A: 





u—) A g a h g 
Bi Ne Lo I Sugar) Pi Fe 





ist eine Gleichung von derselben Form in }?, welche man schreiben 
kann: 

% — ID" 4+-M—N—=0; 
wo L,M,N positive Grössen sind, wovon man sich leicht überzeugen 
kann. Es ist klar, dass diese Gleichung keinen negativen Wert 
für A? giebt. Hieraus’ schliesst man, dass die beiden ersten Glei- 


SIEH 
chungen keine imaginären Wurzeln von der Form s VER haben; 
ferner, dass sie keine imaginären Wurzeln von der Form r + sy“ eur) 
haben können, wie man sieht, wenn man a, db, c durch a—r, b—r, c—r 
ersetzt (Sylvester). j 

Debungsaufgaben. 61. Die für das Dreieck angegebene Formeln soll man auf 
das Tetraeder ausdehnen. 

*62. Die Lagrange’sche Relation zwischen den gegenseitigen Abständen von vier 
in einer Ebene gelegenen Puncten ergiebtsich nach Cayley, durch Multiplication 
der Null-Determinanten 

l 0 0 0,.,0:110 0 0 \ 0 
Beue ine =ay 1 DO) Era y, sar-ty2 0 


nen —y LO) Om, Y ern .0 
Aehnlicherweise erhält man eine Relation zwischen den Abständen A,A, = Vä,, 
der Puncte von zwei Gruppen (A,,A,, A;,A,), (A, Ay, A,, A,) in derselben 
Ebene; zwischen den gegenseitigen Abständen von fünf Puncten im Raume oder 
zwischen den Abständen A,A’ der Puncte von zwei Gruppen (A,,A3,A;, A,,A,), 
(A7, A3, Az, A,, A,), im Raume. 

Ersetzt man #,,y, durch(=,:a,y,:d5) in der Lagrange’schen Relation und 
x % 
liegen die Puncte A,,A,, A,, A, auf der Ellipse a -H m —], so findet man: 


0 l 1 l 1 


l EN dr, 

l er 0 5 A, FI Dahn, 
1 Agg  Agp 0 Iz, 

1 Aa An Ass 0 


wod, = (A,A,)*, ?,,D,, = @,, und D,, die Länge des zu A,A, parallelen Durch- 
messers bezeichnet (Brioschi). 

*+63,. Unterdrückt man eine Zeile und eine Colonne in den Determinanten, 
welche, gleich Null gesetzt, die in Aufgabe 62 geforderten Bedingungen aus- 
drücken, so findet man die Bedingung, unter welcher vier Puncte auf einem Kreis, 
oder fünf Puncte auf einer Kugel liegen (Vergl. N" 14, Ueb. 22). 

*+64. Man erhält die Relation zwischen den vier Puncte auf der Einheits- 
kugel verbindenden Bögen, indem man das Quadrat der Null-Determinante 
| cosa,cos 5, cos c, 0 | bildet. Hier bezeichnen cos 4;, cog di, c08 Ci, =], 2, 3, 4) 
die Coordinaten der vier Puncte. 

**+65. Die Fläche T eines Dreiecks von den Seiten a, 5, c, welcher einer Ellipse 
mit den Axen 2A, 2B eingeschrieben ist, ergiebt sich aus der Formel : 

47.2 We ==ABubde, 


wo 2a', 2b’, 2c’ die zu a,d,c parallelen Durchmesser bezeichnen (Joachins- 
thal). Man gelangt zu diesem Resultate durch Multiplication der Determinanten 
2T |z 2 2T = y 
NE ı AB BE j 








= AB 


2 BT 


So kann man auch das Product von zwei verschiedenen derselben Ellipse 
eingeschriebenen Dreiecken erhalten. Auch kann man ähnlicherweise die Fläche 
eines der Ellipse umgeschriebenen oder conjugierten Dreiecks ausdrücken 
(J. Neuberg). 

Die Fläche eines der Parabel oder gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen 
Dreiecks kann man aus dem Satze von Cauchy (NT 19, 2ter Beispiel, 1°) ableiten. 

66. Man finde die Theoreme in Ueb. 16 der Einleitung und in N" 23, Ueb. 58, 
durch Multiplication zweier Determinanten. 

67. I. Die Determinante r=| A,B, C,... |, deren Elemente die Unterdetermi- 
nanten vonR=|a, 5, c,...| sind, wird die adjungierte Determinante von R genanut 
(s. 20, Ueb. 52). Besteht p aus n? Elementen, so hat man Re =R", p=R"!; 
folglich r=0, wenn R=(. 


*II, Die Unterdeterminanten von p haben analoge Eigenschaften (Vgl. Nr 29, 
Ueb.79) (Cauchy). Wenn (a,dsc;d,es) = A, so hat man die folgenden Relationen: 


(A,B,C,D,E,)=4®, (B,C;D,E,) =a,4°, (C;D,E,)= (a,5,)4°?, 
(D,E,)=(a,5ac;)A, E,= (a,d,0;d,). 


Man verallgemeinere die folgende, von Studnicka gegebene Relation: 








AD: DENE . bc De 
a a u 
At Be CN ar IB 0 
LE: u 2.0 
DO. Daun ea VCH 2 £9 | 
? d 
RX 
DD, wor 


Die analoge Relation für eine Determinante »ter Grades kann zur Berechnung 
derselben mittelst vier Unterdeterminanten (» — 1)! Grades, und einer Unterde- 
terminante (n —2)ten Grades dienen. Setzt man A, =[aı], Dı =[d,), u. 8. w. 
b26; — b;03 = [a,d;], so erhält voriger Lehrsatz den Ausdruck 


[a,) [dı] 
[a] [d.] 


Dieser Satz findet eine sehr nützliche Anwendung in der Theorie der kleinsten 
Quadrate, um den Ausdruck des Quadrates des mittleren Fehlers jeder Unbe- 
kannten umzugestalten (J. W. L. Glaisher). Im Falle, wo D,=0 undd, =, 
dt =y,d=2,,—=X,b,=Y,4=Z ist, findet man leicht mit Hülfe vorstehen- 
den Satzes, dass R ein Product von der Form (m&-+- ny + 22) (MX--NY-+-PZ) 
ist (Vgl. Ueb. 49, 50) (Lindelöf). 


= R% [a,d,]- 








' **III, Das Product zweier adjungierten Determinanten ist die adjungierte Deter- 
minante des Productes der beiden ursprünglichen Determinanten (Vgl. N’ 27, 
Deb. 74), 


08 


68. Man verallgemeinere folgende Relation : 


dı b, 0 0 dı d, 0 0 

ER U EN) @1.82°,0. 00 
lab||e| = ae ON Be: — 

x Aa ße 0 —_: l 0.77 Ba 


4, b, A,ı + die Aıßı + diße 


WE ba Asxı + bdeae Aaßı + beße 
—1 0, 0 0 


De]! 0 0 


und leite daraus die Multiplicationsregel der Determinanten ab (Sardi und 
P. Gordan) (Vgl. N" 17, Ueb. 33, Zusatz). **Die erste Form des Products kann 
die Gestalt einer cyclosymmetrischen Determinante annehmen (Ueb, 44) (Muir). 


26. Zusätze. I. Das Product einer beliebigen Anzahl von Determi- 
nanten ist eine Determinante, deren Grad den höchsten Grad % der 
gegebenen Determinanten nicht übersteigt, und deren Elemente ganze 
rationale Functionen der gegebenen Elemente sind. Denn man kann alle 
diese Determinanten in die Form von Determinanten %!® Grades bringen 
(N* 17, III) und alsdann die erste mit der zweiten, das enstandene Pro- 


duct mit der dritten und so fort multiplicieren. Man findet also auf 
diese Weise : 


| abe | 2g | = | a, dpi + og, 5p2 + 0g: |. 


II. Das Quadrat einer Determinante ist eine symmetrische Determi- 
nante. So ist | abc|? gleich 


| abi + c 4ı a. — bi >» +cı © 01 05 —bı Ds + cı 65 
a ab: b2.-+ 0 62 3+b-+c a2 4; + b2 bs + c2 65 . 
4ı 05 b2 bs + cı 6; Q2 as + b2 bs + 02 6; a,b; -+c; 

Um diese Eigenschaft allgemein zu beweisen, genügt es, in der Deter- 

minante 
2 er Cıı 022 ... On el ı- dıı A22 :.. ER) 
den Wert zweier Elemente cC;r, Cı; zu berechnen. 

III. Das Quadrat einer Determinante kann man unter der Form einer 
schiefsymmetrischen Determinante schreiben (Brioschi). Dieser Satz 
ergiebt sich durch Multiplication der Determinanten 

la,b,c,d,eF..|x |, -— sd, -—,h—% .«. 


**Muir hat folgenden Beweis angegeben : Man schreibe unter der 
Form einer eyclosymmetrischen Determinante mit leerer Diagonale das 





BE 


Product einer Determinante mit derselben Determinante, wo man die 
Zeilen mit den Colonnen umgetauscht und die Vorzeichen aller Elemente 
geändert hat (Vgl. Ueb. 44 und 68); alsdann ändere man die Vorzeichen 
der Elemente der zweiten Hälfte der Zeilen in der cyclosymmetrischen 


Determinante. 
IV. Jede Determinante ist eine Halbdeterminante (Ueb. 50). 
Oebungsaufgaben. 69. Setzt man s„= am -— dm -- cm -- ... +1”, soist für N — 
n +1 Grössen a, d, 0, ...,2: 
10. 0 DE a $, S, Sa „rn 
1 b 82, .0n0. ,.0m Er, 5 Sa 53 “* Snyı 
1 l 12 we. I" Sn Sata Sn+e ne Son 


70. 1° Wenn (a1,b1.Cı), (@2,Ö2,C2), (Q5,d5,C5) die Cosinus der Winkel sind, wel- 
che drei von demselben Puncte ausgehende Gerade mit drei rechtwinkligen 
Axen bilden, und wenn }, », » die von diesen Geraden eingeschlossenen Winkel 
bezeichnen, so hat man: 

ade |’? = 1 — cos?i — 008?u — cos?v +2 Cosi e08 p cos». 

2°Man finde das Product | abe | | a’d’c’ | zweier analogen Determinanten. 

Tl. Jede Potenz einer symmetrischen Determinante ist wieder eine symme- 
trische Determinante. 


2%. Verallgemeinerung der Eigenschaft VII. I. Eine aus drei Zeilen 
bestehende Determinante wie 


lau+bß, aa,-+bdße, axs,--b£s|. 
ist Null, denn sie ist gleich dem Producte | abc || «&0 | (Vgl. Ueb. 
62 und 64). | 
II Die aus drei Zeilen bestehende Determinante 


lacı -i- dB: -- CYı - dd, AX3 + b%2 -- Cy2-+-dö>, Ads bB; +-0ys+d0;| 


ist gleich der Summe der Producte der partiellen Determinanten, welche 
den Combinationen ohne Wiederholung zu je drei und drei der vier 
Buchstaben abed, «ßyO entsprechen (Vgl. Ueb. 54). 

Man bezeichnet oft die den vorstehenden analogen Determinanten 
folgenderweise : 


a bi | %ı Bi | a bi Cc dı | &ı ßı y' d, | 

a: ba x 0.9 ß: ‚la 5b c ds: |xX| & ß: Y2 Ö> 

| a; b; | X; ß; 0; bs 0% d; 5 B; Y5 05 
Die zwischen die zwei Striche geschriebenen Schemata nennt man 
unvollständige oder rechtwinklige Determinanten; sie haben, für sich 














a 


allein genommen, keine Bedeutung. Man schreibt auch, wie schon 
gesagt (N 20), 


4 bi Cı di 
a. b2 02 dı 2 | abcd l (Zeilen 123) = Os 
q; b; C5 d; 


um anzudeuten, dass jede der mit drei Colonnen des Schemas gebildeten 
Determinante null ist. 
Uebungsaufgaben. 12. Identität von Lagrange. Man verallgemeinere die Relation 























a+tditei aaa rörde teıe: | |aı 5,]°  |dı c,|? [ci au]? 
| @44, + dba + CıCa a3+b3+c} 4, b; b, 6; 02: 63 
Setzt man in dieser Gleichheit u =m bh =», 1 =, ®=me m, b— 


n2-+n,Cca=px2-+-p', so findet man unmittelbar den Wert von z für welchen 
S=a3+52-+-.c2 ein Minimum wird. Wenn ss =me + m’y+- m", b =nz2 + 
ny+n',a=pe+py+Pp’,ua=np np, b=pm — pmc=mn — mn, 
so findet man das Minimum von S (Hermite). 

*73. Man verallgemeinere die Ueb. 69 fürN> r-1. 

**74 10 Ist (Gı1@aa 455) (diı dee d55) = (Cıı Caa C55), so Sind die Relationen zwischen 
den Unterdeterminanten A, B, C, mit den zwischen den Elementen bestehenden 
identisch, wenn man die grossen Buchstaben an die Stelle der kleinen treten 
lässt. Dieses Theorem ist richtig für zwei beliebige Determinanten (Cauchy). 
(Vgl. Nr 25, Ueb. 67, III). 

20 @esetz der algebraischen Complemenle. Aus 67, II leitet man einen allge- 
meineren Satz ab: Besteht eine identische Relation zwischen gewissen Unter- 
determinanten einer oder mehrerer ' Determinanten, oder zwischen diesen 
Determinanten und ihren Unterdeterminanten, so kann man jede Unterdetermi- 
nante durch ihr algebraisches Complement (Nr 15, Ueb. 27) multipliciert mit einer 
geeigneten Potenz der entsprechenden Determinante erzetzen (Cayley). Zum 
Beispiel, aus der Gleichheit 


5 (a,dze;) = e;(a,de) — E2(a,dz) + €, (a2d;) 
schliesst man : 


(bze,) (arbaczd,e;)—(ayb26;d,) (b3C,e3) — (aıbzC,dz) (bz6,e2)+ (@abzcıds) (bze,e,). 

Der Beweis dieses allgemeinen Theorems folgt aus den zwei Bemerkungen: 
a) Die gegebene Relation besteht identisch, wenn man die gegebenen Determi- 
nanten durch ihre adjungierten ersezt. 5) Eine Unterdeterminante einer adjun- 
gierten Determinante kann man erzetzen durch das Product einer Potenz dieser 
Determinante mit einer Unterdeterminante der ursprünglichen Determinante 
(Ueb. 67, 1I). 

3° Da jede Determinante als Unterdeterminante einer höheren Determinante 
angesehen werden kann, so giebt jede Identität A zwischen Determinante und 
deren Unterdeterminanten eine neue Identität C zwischen den Unterdeterminanten 
von höheren Determinanten A; denn aus A leitet man eine Identität B nach dem 
Gezetze der algebraischen Complemente ab; dann kann nach demselben Gesetze 
aus Beine Identität C abgeleitet werden, indem man die in B auftretenden Deter- 
minanten und Unterdeterminanten als Unterdeterminanten höherer Determinan- 
ten A auffasst (Muir). 


nd RE ach 


KAFTTELTIIT 
ANWENDUNGEN. 


I. Auflösung der linearen Gleichungen. 


28. Ueber die Bedingungen, welche notwendig und hinreichend sind, 
damit lineare Relationen zwischen Functionen ersten Grades bestehen. 
Betrachten wir zum Beispiele die Functionen = a2 +by—+ c2 + 
dt— s(i=1,2,3,4,5). 

I. Notwendige Bedingungen. 1° Wir nehmen zuerst an, es bestehe für 
alle Werte von &, y, z, ? die Gleichung 


ty = mF, —- nF; —pF; — qF,, 





so dass 
4 = ma +na: 49a; —- 90, ds = mb, + nbe + Pb; gdu,cte. (c) 
In diesem Falle hat man | adede | = 0, denn die fünfte Zeile dieser 


Determinante ist gleich der Summe der vier ersten, mit 2, n, 2, g multi- 
plicierten Zeilen. 

2° Hat man für alle Werte von z, y, 2, t die Gleichung F,=mFı + 
nF. -+- »F;, so findet man die Relationen 


| abed | =0, | abce | = 0, | abde | =, | acde | =, | bede | =, 


was man kürzer schreiben kann (N'20) 0 — || abede || Zeilen (1234). 
3° Wenn F; = mF, 4 nF, so hat man 0 = || abede || (Zeilen 123). 


4° Zuletzt, wenn Fz = mF,, so kann man setzen 0 == || adede |) 
(Zeilen 12). 
II. Zinreichende Bedingungen. 1° Wir nehmen an | abede | = O und 


(aıdac;d,) verschieden von Null.Dann hat man für alleWerte von@, y,2,2: 
\abedF|= Jabeda|x 4- |abedb|y + \abede|z —+- |abedd|t — |abedel= 0; 
also, wenn man | abcdF | nach den Elementen der letzten Colonne 

ordnet: 
| abedF | = (a2bsc1ds)Fı — (arbsc.ds)F> + (aıbz6ads)Fs 
— (qrba6sds)Fı + (aıbacsdı)Fs = 0. 
Wenn man jetzt durch die von Null verschiedene Determinante 
(aıbscsd,) dividiert, erhält man für F, einen Wert von der Form mFı + 


nF; + pF; + gF,. Keine lineare Relation besteht zwischen den Func- 
tionen F,, Fa, F;, F,, sonst hätte man nach I, 2° : (a1d205d,) = 0. 


de 


2’ Angenommen, dass | abed | =, | abce | = 0, (aıb2c;) verschie- 
den von Null ist, so ist der Ausdruck | abcF | = 0; hieraus folgert man 
die Identität FR,=mF,ı + nF2--pF;, aber es besteht keine lineare 
Relation zwischen Fı, Fa, F5. Ueberdies ist nach I, 2° O = || abede |] 
(Zeilen 1234). 

3° Wenn | abe | =0, | add | =0, | abe | =, (aıd>) verschieden 
von Null ist, so beweist man, dass F; = mFı + nF2, O= || abede || 
(Zeilen 123) 

4° Zuletzt, wenn |d|=0, |ac|=0, |ada|=0, |ae|=0, 
a, verschieden von Null ist, so hat man F, — mFı, 0 = || abede || (Zei- 
len .1,2). 

Um diese reciproken Sätze zu beweisen, kann man sich auch auf die 
Theoreme der N’ 20 beziehen. Zum Beispiele sieht man leicht, dass die 
Hypothesen von II, 1° mit den Gleichungen (c) übereinkommen, und 
letztere geben unmittelbar F; = mFı — nF3 + pF; 4-gF.. 

29. Auflösung der linearen Gleichungen. Allgemeiner Fall: Die 
Determinante der Coeficienten der Unbekannten ist von Null ver- 
schieden. 1. Auflösung. Es genügt vier Gleichungen zu betrachten : 





F,=0, oder a@z -dby— cz +di=e, (1,) 
F,=0, odr aXux + &»y- cz dı=e,, (1;) 
F,=0, odr au +-b5by-c2+dit= 6, (1;) 
F,=0, odr a2 -+5by+c2 - dıt=e.. (1,) 


Wir bezeichnen mit A,,Bı, ..., D;, die Unterdeterminanten der 
Determinante | adbed | =R, und setzen R verschieden von O voraus, so 
dass Fı,F,,F;,F, durch keine lineare Relation verbunden sind (N" 28). 
In diesem Falle multiplicieren wir die Gleichungen (1) bezüglich mit 
Aı, A>, A;, A, und addieren die Producte; so multiplicieren wir auch 
mit B,, Ba, B;, B, und addieren die Resultate; u.s. w. Gemäss den beiden 
Eigenschaften der Unterdeterminanten bekommen wir, nach Division 


durch R: 
2 eAı Ar + Ast ed: ebed | Ru (2.) 
FERN oA ta EA | abcd | 1.8: ! u 


eBı + (2B2e + &Bs—-&B,s  |aecd| Ro: 5 
BEER iD EhB,: jbed.ln Ru: er 
Au e,Cı 4 8.02 4 6805 4 e;C, = | abed | _Rs 2) 

cıCı + 6202 406505 + 0,0,  |adbed| R | 

eDı + eD2+eDs +eD, lade] R, 


u eu u Ba ne 2 
 Abdı--deDe+dsDs+dDd, jabed| R 2) 





Bf 


Hier nennen wir Rı,R:,R;, R, die Determinanten, welche sich aus 
R ableiten durch Einsetzung der zweiten Glieder (6, e, &, &.) der 
gegebenen Gleichungen an Stelle der lter, 2, 3ten, 4ten Colonne von R. 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass jedes Wertsystem von &, Y, 
z,t, welches den Gleichungen (1) genügt, auch die Gleichungen (2) 
erfüllt. 

Wie Gauss (s. Disquisitiones, 37, 4° Note) bemerkte, muss man, um 
die Auflösung der Systems (1) zu vervollständigen, noch beweisen, dass 
umgekehrt die Werte von z, y, 2, t, welche den Gleichungen (2) genügen, 
auch den Gleichungen (1) genügen. Substituieren wir also die Werte (2) 
in das System (1), zum Beispiele in (1,), so wird das erste Glied 


(a,Rı -- dbıRa 4 GRE _ d.R,) - Hr 
Der Zähler dieses Bruches lässt sich schreiben : 


ar(&Aı + 6A» + 6As + &A,) 1 b(eıBı + &:B> -H e:B; - e4B.) 
— c.(eiCı = 60a — 650; —- e,C;) m dı(eıDı —-e:D:; = 6D; _ &,D,), 


oder geordnet nach &ı, e:, &:, €; : 


eı(asAı + d5,Bı + Cı + dıDı) + e(a,A2 + b,Be + c1C 4 d,D:) 
+ e5(a, A; + dB: + 0,0; + diDs) + eı(a,Aı + 4uBı + 0.04, 4 dıD,), 
oder einfacher e,R (nach den beiden Eigenschaften der Unterdetermi- 
nanten). Man sieht, dass das erste Glied von (l.), nach Einführung der 
Werte (2), sich auf .R: R= e, reduciert, w. z. b. w. 

II. Bedingungen, damit eine fünfte Gleichung, Fs =0, die Werte (2) 
zulasse. Wenn die Gleichung : (13) as + bsy + 052 + dsy — & =), mit 
(1,), (12), (15), (l,) vereinbar sein soll, so ist nach dem Vorstehenden 

erforderlich und hinreichend : 


R, R; R; R 
ur vb tar +42 —0=0, 


as | eded | + ds | aecd | +c; | abed | ds | abce | — es | abed | =, 
a; | bede | +-bs | acde | — c; | abde | 4-d; | abce | — es | abed | =, 


| abede | =. 
Daraus folgt: F; = mFı + nF3 + pF; 4 gF, (28, II, 1°). 
Die Relation | abede | = 0 ist das Resultat der Elimination von 


@, Y,2,t aus (l,), (12), (15), (l.), (ls) oder die Resultante dieser Glei- 
chungen; die Determinante | abede | wird die Zliminante genannt. Also 
ist die Hliminante eines linearen Gleichungssystems eine Funclion der 


A 


Coeficienten, welche, gleich Null gesetzt, die nolwendige und hinreichende 
Bedingung ausspricht, damit die Gleichungen vereinbar seien. 

III. Homogene Gleichungen. Wenn die gegebenen Gleichungen homo- 
gen sind, wenn lo = =4—=&4—(, so findet man die einzige 
Lösung 2 =y=z=t=0, vorausgesetzt dass | abcd | von Null ver- 
schieden ist. Umgekehrt, wenn z=y=2=t=0 eine Lösung ist im 
Falle, wo | abcd | nicht null ist, so hat man nach den Gleichungen (1): 
aı=t=6—=04—=0; also giebt est keine andere Lösung. 

IV. Andere Form der vorstehenden Resultate. Wir setzen 


pet:=0, yrı=09, et+L=0, pi+r=0, 
wo p einen von Null verschiedenen Factor bezeichnet, mit dem wir die 
Gleichungen (1) multiplicieren. Diese nehmen die homogene Form an : 


a5 +-dbiın + 64 dr— ep = 0, 
a5 by + ct dr +ep—=0, 
458 ir bin CL - d;T . ep — 0, 
PARZ —-- bin + CL —- dr nu up = 0, 


und man bekommt: 


& —ın € —r p 


= — — . 
— Ze KV 


|bede| |acde| |abde] |abce| | abca | 


Hiernach sind die Grössen &,—n, 4, —T, p den Unterdeterminan- 
ten proportional, welche sich aus dem Schema 


j — || abede || (Zeilen 1234) 


durch Unterdrückung der l*r, 2ten, Zten, 4ten oder 5er Colonne ableiten. 
Damit eine neue Gleichung a8 + bsn + 655 + dsr 4- esp = 0 mit den 
vorgelegten vereinbar sei im Falle, wo | abcd | nicht null ist undp einen 
beliebigen Wert hat, ist notwendig und hinreichend, dass die Deter- 
minante | adcde | = 0 ist. Diese Relation heisst die Resultante der fünf 
Gleichungen, | abede | die Zliminante. 
V. Beispiel. Es seien (z,, Yı), (@2, 92), (@s, Ys) die Coordinaten der 


Eekpuncte eines Dreiecks, dessen Seiten durch folgende Gleichungen 
ausgedrückt sind: vs 


wa —byta=0, a ty +o—=0, aa ty to=0. 


N: De 
Setzen wir r= | a,bıc; | und bezeichnen die Unterdeterminanten 
von r mit A,, Bı..., C;, so hat man 














—() b; di (7 | 
Er 0 b; BR: y. Q5 —(0 Bi! 
(dis b»> | (dia b> f 
| (ds; bz | (ds bz 
A» A; B> B; 
Fa Hier rg I 


Der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks ist, in absolutem Werte aus- 
gedrückt (Nr 25 und Ueb. 67,1): 











N | 
Pass PT 
E A ] Fr} A» B; 107 BB. . 
« n C,0.0; A B; G C,C30; 








RE 
Die Eckpuncte haben zu Z’angentialgleichungen : 
Auw—-Bor+Cly=0, Au -+Bvr+G=0, Au Brt0;—0. 
Vebungsaufgaben 75. I. Man verallgemeinere die Uebungsaufgaben 14 und 15 der 
Einleitung. 
2° Die Gleichungen zsin x’ —+-ysin2x;+?2sin 3; —=sin 4x; Ü=1,2, 3) aufzu- 
lösen. 
75. Man finde das Volumen eines Tedraeders aus den Gleichungen der vier 
Seitenflächen. 
**77. Man finde die Transformationsformeln um von trilinearen Punct- oder 
Tangentialcoordinaten zu cartesischen Coordinaten überzugehen, wenn die car- 
tesischen Gleichungen der Seiten des Fundamentaldreiecks gegeben sind. 
**73. Um eine genäherte Lösung eines linearen Systems zu finden, in welchem 
die Anzahl der Unbekannten kleiner ist als die Anzahl der Gleichungen, zum 
Beispiele des Systems 


a,0 + by + 670, (=1,2,3, 4,5) 


vorausgesetzt, dass die Coeflicienten @p,dp, Cp, dp nur angenähert bekannt sind, 
verfährt man conventionell wie folgt (Methode der kleinsten Quadrate) : man mul- 
tipliciert die Gleichungen zuerst bezüglich mit 4, @s, 43, 4, as und addiert die 
Resultate, dann mit d,, ds, 5;, d,, d, und addiert die neuen Producte, zuletzt mit 
Cı, Ca. Cz, €, Cs und addiert wieder. Dann löst man die so erhaltenen Gleichungen 
auf, nämlich 


28a} + ySa,b, + 2Sa,0e, = Sa,d,, etc. 


=. 0 — 
1° Man beweise mit Hülfe von n° 27, II, den Lehrsatz von Van Geer: 


__ farbacz) (dibae3) + (arbeci) (dabacı) + + (asbicz) (dsbar;) 
7 (a,baC3)? + (arbec;)* + (ardacs)? +" —+ (@5b4C5)? 
2° Man findet dieselben Werte von &, y, z durch Anwendung der kleinsten 
Quadrate auf die zehn Gleichungen, welche nur eine der Unbekannten x, y, z 
enthalten und welche man bekommt, indem man nach der Theorie der Determi- 
nanten aus den gegebenen Gleichungen, zu drei und drei genommen, zuerst y 
und z, dann « und z, zuletzt x und y eliminiert (Catalan und J. W.L. 
Glaisher). 
79. Das dem Systeme (1), N’ 29 adjungierte System 


A,X+BY+CZ-+-DU=G,, 


‚y=elc,2=etc,; 


A,\A+BY+CZ+DU=G, 
zu verallgemeinern und aufzulösen. — Man findet die Werte der Unbekannten 
entweder direct durch die allgemeinen Formeln oder durch Addition der mit 
geeigneten Factoren multiplieierten Gleichungen. Die Vergleichung der so erhal- 
tenen Resultate führt zu einem bekannten Satze (N'25, Ueb. 67,11). 
*50. Man beweise die Multinlicationsregel der Determinanten durch die Betrach- 


tung folgender beiden Systeme : 


ayı Toby red; —dı, 242, + Bıı, Fl = Yı5 
AzYı t+b3Y2 + 6295 ds, &ptı + Bala 4 7283 Ya, 
Azyı by + 3 y; =; 250 + B523 4 930; =Y;- 


Man löst das in y gegebene System auf, alsdann dasin x gegebene; man eliminiert 
die y, löst dasresultierende System auf und vergleicht die in beiden Fällen für 2 
gefundenen Werte (Cauchy). 








8l. eo = 2 ’ ne, 2 == a RL 
4,7% 4.47 ” 4;,+% a; 
w=xX,2y = \Y,ayz=2,0yu=D, 

ac +aıy=b, a,y-+yz=D5D,, 4;74+zu= bs, au=b,, 


man findet hieraus leicht den Wert X=2 (Vgl. N" 10, Ueb. 17; Nr 17, Ueb. 3]). 
*82. Man kann die Gleichungen (2), Nr 29, so schreiben : 


A,)F,+A,;3F,+A;F;, + A,F,=0, BF, +B;F, + B;F; +B,F,=0, etc. 


Aus dieser Form leite man die Gleichungen (1) ab durch Anwendung der Nr 25, 
ULeb. 67, I und N" 29, 1II. 
83. Hat man identisch 


a” a, am! 4 2,0m2 m e—_ (B,@" nn Bar! -+- „..) ”“ (zo@P + 7, aP=' ++..), 


so kann man die,in« und 3 mittelst linearer Gleichungen ausdrücken. 


RE. 


30.1. Erster besonderer Fall. Die Determinante der Coeficienten 
der Unbekannten | abcd | ist gleich 0; aber wenigstens eine der Unter- 
determinanten, zum Beispiele D, = (aıb:6;), ist von Null verschieden. 
Wir schreiben anstatt (1,), (1>), (15): 











aa + by cr = —dıl, (17) 
a0 + by c2—=e — dit, 1,,) 
As + bsy - 052 = 65 — dit, (17) 
und folgern hieraus (N'29): 
_ lets beol. ee] Term | 
| abe | labe| |abe| ’ (3) 
ER Kaas PN LEE N a 2 \ 
labe| |abe| ’ lade| J|jade| ° 


Nach N' 29, I, befriedigen diese Werte (1',), (1'.), (1';) für alle Werte 
von £. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit sie auch der 
Gleichung (l.): «az +- by +2 +dıt —e,—=0 genügen, ist, nach 
N'29, U, 

le,d,0,e—d|=0, 
was auch man so schreiben kann : 


labee | — |abed |t=0, odr Rk—Ri=0. 


Da vorausgesetzt wird, dass R=0, so genügt kein Wert von £ der 
Gleichung (1,), wenn R, von Null verschieden ist. Im Gegenteil, wenn 
R,=0, kann man die Gleichung (l,), wie auch die andern Glei- 
chungen (1), durch willkürliche Werte von £ befriedigen. Aus der 
Auflösungsmethode, welche die des allgemeinen Falles von Nr 29 ist, 
schliesst man auch, dass es keine von (3) verschiedenen Lösungen giebt. 

Angenommen, dass R= | abed | = 0, R. = | abce | = 0, (aıb26;) 
von Null verschieden ist, so hat man nach (N' 28, II): FR, = mFı + nF; 
—- pF;. Hiernach ist die Gleichung F, = O0 eine Folge der Gleichungen 
FR\=0,Frs,=0, F;—=0. Ausserdem hat man: R, = | abcd | =, 
R:= | aecd | =0, R;—= | abee | —= 0, und somit 0 = || abede || (Zei- 
len 1,2, 3, 4). 

Also nehmen die zweiten Glieder in (3) eine unbestimmte Form an. 
Jedoch, und zwar in allen Fällen, hat allein einen beliebigen Wert; 
denn die Werte (3) von x, y, oder z können bestimmt sein, oder von £ 
unabhängig sein, wenn | dbc | , | adc | oder | add | = 0. 


Sa) RA 


Man kann noch Zliminante nennen den symbolischen Ausdruck 
| abede || (Zeilen 1,2,3,4), welchen man gleich Null setzen muss, wenn 
die Gleichungen (l,), (1:), (13), (1) vereinbar sind, vorausgezetzt dass 
(@ıdacs) von Null verschieden ist. 

Homogene Gleichungen. Hat man , =&8 —= 8; —= e, = 0, so ist immer 


R, = | abce | = 0; folglich sind die linearen homogenen Gleichungen 
immer vereinbar, wenn | adbed | =O und (a,bac;) von Null verschieden 
ist. Uebrigens findet man 
ER dbc | A, B, C, 
Fed 


oder, was gleichbedeutend ist, 

D:Y:2: t=A,2Bi:C,:D;; 
für 7 kann man beliebige Werte nehmen; x, y, z sind abhängig von £, 
ausgenommen im Falle, wo A,, B, oder C, null ist, und mithin z, y, 


oder z auch gleich Null ist. Nach N" 20 können die vorigen Relationen 
auch folgende Form annehmen : 


kAıt-k:A, As 2A, ABi+%Be+%B AB, 


hier sind %ı, %:, %;, %, willkürliche Zahlen (Hesse). 

II. Zweiter besonderer Fall. Die ersten Unterdelerminanten der 
mit den Coeficienten der Unbekannten gebildeten Determinanle sind null, 
aber eine der zweiten Unterdelerminanten (aıb>) ist von Null verschieden. 
Aus den Gleichungen (lı,), (1:): 


aa tby=e — cz —di, 00 + bey— er — 027 — dit 
schliesst man : 


Me ch | | dd | ae memlrao,| lad] 

== oe u en L, = 2.7 1; (4 
: lao| |Led]| | ab | SEE. | ad | Ta 
die Werte (4) befriedigen (lı), (1:2) für alle Werte von z, £ (N 29). 
Damit dieselben auch (1;) befriedigen, ist notwendig und hinreichend, 


dass man habe 


la,db,e—e2—d| = |abe| — | abe | 2 — | add | i—=0, 














oder auch | abe | =0, da ja | abe | und | aba | null sind. Die Rela- 
tionen | abe | = 0, | abd | =0, | abe | =, (aıb3) von Null verschie- 


N 


den, haben zur Folge eine Identität von der Form (N'28, II):F,; = 
mFı--nF2, O= || abede || (Zeilen 123); der symbolische Ausdruck 
| abede | kann Zliminante von (lı), (12), (ls) genannt werden, voraus- 
gesetzt dass z und Z willkürlich bleiben. Um zu bestätigen, dass F; = 0 
eine Folge von FR, =0 undF,—0, bemerke man, dass es genügt zu 
erkennen, dass drei derin || abcde || (Zeilen 123) enthaltenen Determi- 
nanten null sind. Eine ähnliche Bemerkung mache man in den folgenden 
Fällen (Vgl. 20, C). | | 

So ist auch, wenn die Werte (4) der Gleichung (l,) genügen sollen, 
die hierzu notwendige und hinreichende Bedingung : (a1dsc,) = (0, und 
daraus folgt : F,=pFı + gF;, 0 = || abede || Zeilen 124). 

ITomogene Gleichungen. Htman 1, ==; —=4—(), so sind die 
Gleichungen (1) immer unter sich vereinbar, und man bestimmt x, y 
durch die Relationen 


z(aıb2) 4 z(cıb2) — Hdıb2)=0, Ylaıb:) + 2(aıce) + taıd.) = 0; 


z und ? bleiben unbestimmt. 

III. Dritter besonderer Fall. Die zweiten Undeterminanten der mit 
den Coeficienten der Unbekannten gebildeten Determinante sind null, 
aber eine der dritten Unterdeterminanten, zum Beispiele a, ist von Null 
verschieden. Die vorgelegten Gleichungen sind unter sich vereinbar, nur 








wenn (4ıe2), (2165), (dıe,) null sind; alle Lösungen sind in der Formel 
enthalten : 


wo %, 2, beliebige Werte bekommen. Bei homogenen Gleichungen 
sind die Bedingungen des Zusammenbestehens immer erfüllt. 

IV. Kurzer Üeberblick. Schluss bei homogenen Gleichungen. Die im 
Vorstehenden enthaltenen Resultate fassen wir jetzt im Falle von vier 
vereinbaren Gleichungen (1) kurz zusammen : | 

1° | abcd | ist von Null verschieden. Es besteht die einzige Lösung : 


_ Lebed | | aecd | Ben | abed | __ labce | 
“ Tabea] SaToeen 


. 1abedi” | abed | ’ 
Sind die Gleichungen homogen, so dass &ı —= e; 











— 4 —e 
man die einzige Lösung =y=z=t=0. Umgekehrt, wenn das 
System die Lösungen 2=y=2z=t—=0 zulässt, so sind &ı, €, 65, & 
null und die Gleichungen homogen. 


ua Er 











2° | abed ! = 0, (a1b:c;) ist von Null verschieden. Man hat 
leec| 1|dbe]} | aec | lade |, 
—— — £ Yy — — 
labe|  tabe| | abe | Boa 
inuhabe) | abd | 
labe| jabe| ’ 


und ? bleibt unbestimmt, wenn 


| abee | =; 
hieraus folgt : 
| abede || = O0 (Zeilen 1234). 
Sind die Gleichungen homogen, so ist 


| dbe i | ade | | aba | 
u a TR L, Yy NERTEN 5 u — 
| abe | | abe | | abe | 
t bleibt unbestimmt. 
- 3° Die Determinante | abed | und alle ihre ersten Unterdeterminanten 


sind null, aber eine der zweiten Unterdeterminanten, (aıb»), ist von Null 





verschieden. Dann ist 
ea. BAR: Lab | lael- ac] lad] 
a Se L, y-= — m [jo 
nr jab| ne iob| lad | | ud | | ab | 


z und £ bleiben unbestimmt, wenn 





(aıd2es)—0, (arbe2e.)—=0. 
Hieraus folgt 


— || abcde || (Zeilen 123), 0= || abede || (Zeilen 124). 
Sind die vorgelegten Gleichungen homogen, so ist 
Ra, ea. Re RR: | 
are lad | lad | | 


z und £ haben beliebige Werte. 
4° Die Determinante | adcd | ist null mit ihren ersten und zweiten 


ad | 
ae 
ab 


Unterdeterminanten, aber eine der dritten. Unterdeterminanten, aı, ist 
von Null verschieden. Man hat 


wo Y, 2, t beliebige Werte bekommen, wenn 


3, Vs (0165) = 0, (a6) = 0; 





En 


hieraus folgt 
0 = || abcde || (Zeilen 12), 
O0 = || abede || (Zeilen 13), 
0 = || abede || (Zeilen 14). 


Bei homogenen Gleichungen ist 


Durch Verallgemeinerung der vorigen Resultate gelangt man zu 
folgendem Lehrsatze über homogene Gleichungen: /st die Determi- 
nante der Coeficienten der Unbekannten in einem System von n linearen 
homogenen Gleichungen mit n Unbekannten, sowie ihre Unterdeterminanten 
der (n -— 1)”, (na — 2) ,..., (o + 1)" Ordnung, gleich Null, ist aber 
eine Unterdeterminante der p'“° Ordnung von Null verschieden, dann lässt 
das System eine Lösung zu, in der n— p Unbekannten willkürlich 
bleiben. 


Bemerkung. Das in N’" 29 et 30 gebrauchte Verfahren findet auch 
Anwendung in der unbestimmten Analysis des ersten Grades. 


Uebungsaufgaben. **84. Wenn bei einer Null-Determinante alle l!e%, ten, „.. 
(n — p — 1j!ea Unterdeterminanten gleich Null, aber eine (n — 9)t® Unterdetermi- 
nante von Null verschieden ist, so besteht dieselbe lineare homogene Relation 
zwischen den Elementen jeder Zeile oder Colonne, und » — p Coeflicienten der 
Elemente sind willkürlich (Dieser Satz ist gleichbedeutend mit dem Schlusse 
von N! 30, IV oder von Nr 20, B). 

**85. Wie lautet die ähnliche Eigenschaft (s. 30, IV) für nicht homogene Glei- 
chungen 1®ten Grades? 

**86, In dem in N’ 30, IV, Schluss, betrachteten Falle kann man (a — pP —]) 
beliebige Unbekannten gleich Null setzen ; umgekehrt, wenn letzeres stattfindet, 
hat man den im Nr 30, IV, behandelten Fall. (Darbouxz). 

**87. Ein System von 2 homogenen linearen Gleichungen mit » >p Unbekann- 
ten kann immer durch Einführung von a—p Hülfsgleichungen aufein System 
von derin N® 30, IV betrachteten Art zurückgeführt werden. 


BEL, 2 


II. Elimination. Fall von linearen Gleichungen. 


31. Resultante und Eliminante von n linearen Gleichungen. Wir 
geben hier unter einer etwas verschiedenen, aber allgemeineren Form, 
die im Vorstehenden enthaltenen, die Elimination betreffenden Resultate. 

Wir betrachten folgendes System von » Gleichungen, wo m fürn — 1 
steht: 

1.20, öder Ada — A120 4 —- Gımlm = An, (1,) 


oe = 0, oder Unıkı 1 An2t2 — nr - Unmtlm = Unns (1.) 
bezeichnen mit R die-Determinante (411@22...@nn), Mit Ası, Aı2ye.., Ann = 
(A 1@22...4mm) die Unterdeterminanten von R,und nehmenan,dass A,, von 
Null verschieden ist,so dass die m=n — 1 ersten Gleichungen (1) eine 
einzige Lösung zulassen. Genügen diese Werte auch der Gleichung (1,), 


so kommt dann, wenn man die vorgelegten Gleichungen bezüglich mit 
Aın, Aadnye.. Ann multipliciert und die Resultate addiert : 


AnFı -> AnF; + a — AnnEn —— 0. (2) 


Diese Relation is zuerst eine notwendige Bedingung, damit (1,.) mit 
(1), (12),...(1„) vereinbar sei; sie ist auch hinreichend, denn nach der 
Identität (2) müssen die Werte von &ı, &a,...X%, welche den Gleichungen 
F=0,FR,=0...F"=0 genügen, auch der Gleichung An.F„ = 0 
oder F„—= (0) genügen, da A„„ von Null verschieden ist. 

Setzen wir (Axn: Ann) = Ar, so kann man statt (2) schreiben : 


Fn = 4ıFı + 4 P? + — InFn. (2’) 
Hiernach ist die Gleichung F,=0 mit FR =0,R,—=(0,..., Fn=0 
nur dann vereinbar, wenn F\„ eine lineare Function von Fı, F>, ..., F ist. 
In (2) hat x. zum Coeflicienten 
| A ındır + Aanlıar -I- .z + A nnlink, 
oder Null, nach der zweiten Eigenschaft der Unterdeterminanten; der 
von #1, %2, ..., m unabhängige Teil ist 


Aındın 1. A onlon + “32 -- Annan 


oder R nach der ersten Eigenschaft der Unterdeterminanten. Die Rela- 
tion (2) ist so zurückgeführt auf 
R=0. i (2’’) 


Bea Ne 


Wir sehen somit, dass die Bedingungen R = 0, A,„. verschieden von 
Null, notwendig und hinreichend sind, damit die Gleichung (1„) mit (1,), 
(12), ..., (lm) vereinbar sei. 

Vorstehende Bemerkungen über den Coeflcienten von x, und das 
bekannte Glied in (2) zeigen auch, dass die Relationen 


Ink = ıdır + Aolızr == ee — ver 


bestehen; und hieraus kann man, umgekehrt, (2’), (2) oder (2’’) ableiten. 
Die Determinante R heisst die Zliminante, und R= 0 ist die Resul- 
tante des vorgelegten Systems oder. auch des folgenden : 


d11Yı —-G12Y> > + dnYn —=0, (3,) 


AnıYı + On2Ya + + Ama —=0, (3) 


welches man erhält, indem man das erste mit einer von Null verschie- 
denen Grösse y„ multipliciert und dann Y; 4 2;Yn = 0 setzt. Die Resul- 
tante von nm linearen Gleichungen ist also die gleich Null gesetzte 
Determinante, deren Elemente die Coeficienten der Unbekannten und die 
unabhängigen Glieder oder bei homogenen Gleichungen die Coeficienten 
der Unbekannten sind. 


Nach den Eigenschaften der Unterdeterminanten (N’20) hat man 


YırYa oo: Ypr = Art: : Am —Art An ie. Anzeptin 


2: Di. eu in. I er) 
Aın Aın Aın 


Aıı 3 A Aım 








und die Gleichungen können nicht anders befriedigt werden. Eine mehr 
symmetrische Form der Lösung ist, nach Hesse : 


Yı Y: 


RAutAAnteetkndn Ad AA Rndns 
die Zahlen %ı, As, ..., An sind ganz willkürlich. 








II. Wir setzen jetzt voraus, dass die Determinanten A,. und ihre 
Unterdeterminanten der (p—-1)'" Ordnung null sind, dass aber die 
Determinante A = (411 @22 ... @),) von Null verschieden sei. Dann kann 
man aus den » ersten der Gleichungen (1) Ausdrücke von &1, &2, ..., %p 


Br 
als Function der anderen Unbekannten 7,11, Zp+23 -.. %m, ableiten, 
welche unbestimmt bleiben. 


Es sei die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu finden, 
damit diese Werte der # auch irgend einer der »— p übrigen Glei- 
chungen, zum Beispiele der Gleichung 


Asıkı + 4:0: + a — Asm&m — len =. (],) 


genügen. Betrachten wir die Determinante 


dıı Aıa .o Os o 

QAsı Asa (bp Ö> 
Se ? g 

Op  Apa Üpp Ö, 

der. Ge op, © 


Bezeichnen wir mit A,, A:,.... A,, A die der letzten Colonne entspre- 
chende Unterdeterminanten von S, so ist A = (Gıı@aa ... @pp) von Null 
verschieden. | 

Sollen aber dieselben Werte der x den Gleichungen (lı), (1)... (1), 
(1,) genügen, so multipliciere man letztere respective mit Aı, Aa, ... Ap, 
A und addiere die Producte; dies führt zu der Relation 


ABER HE ERUN PET AR, — 0), (4) 


welche eine notwendige Bedingung ist, damit (1,) mit (1ı), (l>),... (1,) 
vereinbar sei. Diese Bedingung ist auch Ahinreichend; denn, hat man 
Bar 0,562 = Olund (4), so folgt AB, — 0 oder F,—= 0, da 
A von Null verschieden ist. 


Mit der Bezeichnung (A. : A) = — , giebt man (4) folgende Form: 


Fs, = )ıFı — Fr + + ),F) ; (8) 


und schliesst daraus, dass die Gleichung F,—= O nur dann mit den Glei- 
chungen FR =0, F,—=0, ..., F, = 0 vereinbar ist, wenn F', eine lineare 
Function von Fı,F,,.... F, ist. | 

Einfachere Form von (4). Bezeichnen Sı, 82, ..., Sm. — Sn die 


Coeflicienten von %1, &2, ..., 2m und das bekannte Glied in der Gleichung 
(4), so nimmt diese die Gestaltan: 


Sızı -- Sara -r ... + Snllm net Sı er 0, 


7: 
und man hat: 


Sı = 41Aı MA: - u + Apıdp + QsıA, 
S—=4nÄı -1- Q:2A: = “% —- 4,2, —- As, 


REN SEN EGAL. ptAsmÄ 
Sn m Aını + AznÄ2 -h > + Amp + AnÄ 


Die Coeflicienten S,(k=1,2, ... m) sind gleich der Determinante S, 
in der man die letzte Colonne Eee (@rr, Aaky +.» Apr, Ask) ersetzt. Daher 
sind Sı, Sa, ..., S» null, da zwei Colonnen gleich sind; die übrigen sind 
gleichfalls null als Unterdeterminanten höherer Ordnung als p von R. 


Die Bedingung (4) ist somit einfach S„ = 0, oder 


Ar (2 ... Asp (rin 

| Ası A222 ... (App (m 

en Fe (6) 
Apı (Up2 ... pp (pn 

| Da a ee 


denn S, ist nichts anderes als die Determinante S,in der die letzte 
Colonne durch @ın, Aany «». Apny Asn ersetzt ist. 

Zusätze I. Wenn man durch A die Relationen 8; =0, 9% =(, 
.., Sm = 0, S, = 0 dividiert, so findet man 


ds = Ad data +++ Aydpı, (71) 


Us = ls 1 Aallee a FR ap (7;) 
Ü sm = en Sur Au a (7m) 
Un == Aıllın - Aatlan +. .—- Nolan (7n) 


In dem Schema 


Oıı (Aı2 or. (Am Oın || 
(dsı (di>a2 ..e (am (on 


Apı dp2 ... (pm Üpn 
Osı (sa BAR OIsm (sn 


ist jedes Element der letzten Zeile die Summe der Producte der mit 
Ay A24...37p multiplicierten Elemente der 1'er, 2tr,,,,, pt” Zeile. Somit 
ist auch jede mit den Zeilen ], 2,...,» von E gebildete Determinante null, 


— Ton 
denn die letzte Zeile ist null, wenn man von ihr die andern mit }ı, A2...A, 
multiplicierten Zeilen abzieht. 

Diese Eigenschaft wird symbolisch durch % = O ausgedrückt ; daher 
kann man im Falle, wo A von Null verschieden ist, E die Zliminante, 
und E=0 die Resultante der Gleichungen (1ı), (12),.., (1,), (1,) nennen, 
und somit können die p ersten Unbekannten beliebige Werte bekommen. 

II. Sind S241, Sp+29..., Sm null, so führt (4) oder (5) zu (6) oder zu 
S„ = 0. Umgekehrt, aus 


Sur BRlere A Bin nn ART) 
oder aus den Gleichungen (7) schliesst man (4) oder (5) und E=(0. 
n(n —-1)...(n —p 1) 


Das Schema liefert Determinanten, welche alle 


null sind, wenn die an —» Determinanten S, 41, Sp+29..., Sn gleich Null 
sind (Vgl. Nr 20, C.) 


Anwendungen. I. Damit die Gleichung 
C= aa? --by? +c+2/y—+ 292 + ?hay = 0 


zwei Geraden darstelle, ist notwendig und hinreichend, dass das Centrum 
des durch diese Gleichung bestimmten Ortes auf diesem Orte liege. Nun 
ist das Centrum durch die Gleichungen : 


ac + hytg=0, ha-by+/=0 (1) (2) 


gegeben, und zieht man von C==0 die bezüglich mit z und y multipli- 
cierten Gleichungen (1) (2) ab, so bekommt man 


ge+syre—0. (3) 
Die Elimination von x und y aus (1), (2), (3) giebt: 


ag 
D=| k 5 f|i=abe-+2fgh— af? — bg? — ch’ =. 
RER: 


Umgekehrt, wenn die Discriminante D von C Null ist, so finden die Glei- 
chungen (1), (2), (3) statt (Nr 20 oder Nr 30, IV). 

II. Damit die durch die Gleichung P = uw + oy-+-1 = 0 dargestellte 
Gerade den Kegelschnitt C berühre, muss der Richtungscoeflicient von 
P gleich sein dem einer Tangente, und der Berührungspunct muss auf 


= SUR 
P und © liegen. Diese Bedingungen geben, wenn / eine Hülfsgrösse ist : 


atıy+g hatwr/ _get/yte 
1 


U [/) 


se 





Durch Elimination von &£, Y, A aus diesen Gleichungen und P=0 findet 


man 
BEST IEON I 
NO ah: 
Be PR 2! 
a EV 6 


Dieses ist die Z’angentialgleichung des Kegelschnittes. 


III. Ist ein Kegelschnitt K dem Fundamentaldreieck DEF umge- 
schrieben, so hat er zur Gleichung 


KEESBFHR 
Barren 0. 


Geht er durch drei Puncte M,N,P, deren Coordinaten (cı, ßı, yı), 
(&2, 2» y2,) (@5, ßs, y5) sind, so hat man die Bedingungen 


A B [6 A B C A B [6 
ar Er. —(, — —- -——(, — —- _——( A 
FR ee N ale GR j 


Aus diesen folgt durch Elimination vonA,B,C: 











1 as ne 

O, " 

i nr i asas Pos  Yays 
eo = —=(, oder | ascı Psbı Yıyı | =Ö. 
l 1 l aa  Pıß: Yıya 

Az Bs Y5 





Die letztere Gleichung kann nur bestehen, wenn man hat (N" 20) 


Qd2d;z — bP>ß; + Y:Y75:—=0, 

QA0.5% —- dB;ßı 1 Cysyı 0, (2) 

aa1% + bBrße + eyıy = 0, 
wo.a,b,c constante Grössen sind. Diese Gleichungen zeigen uns, dass 
der durch aa? + 5b? —-cy?—=0, dargestellte Kegelschnitt, welcher zu 
DEF conjugiert ist, auch zu MNP conjugiert ist. Auch das Umgekehrteng 
ist wahr, denn die Gleichungen (l) können aus (2) abgeleitet werden. 


RESTE 


Ausserdem kann das Vorstehende auch in Tangentialcoordinaten ge- 
deutet werden. Wenn also zwei Dreiecke demselben Kegelschnitte ein- 
geschriebenoder umgeschrieben sind, so sind sie einem andern conjugiert, 
und umgekehrt; wenn folglich zwei Dreiecke einem Kegelschnitte einge- 
schrieben sind, so sind sie einem andern umgeschrieben, und umgekehrt 
(Beweis von J. Neuberg). 


Uebungsaufgab.n. 88. Man finde die Gleichung 1° einer durch zwei Puncte gehen- 
den Geraden; 2° eines durch drei Puncte gehenden Kreises; 3° einer durch drei 
Puncte gelegten Parabel, wenn die Richtung der Axe gegeben ist; 4° eines durch 
fünf Puncte gehenden Kegelschnittes; 5° eines durch drei Puncte gehenden Kegel- 
schnittes, wenn diese Curve ein bestimmtes Centrum oder einen bestimmten Focus 
hat; 6° einer durch neun Puncte gehenden Curve dritter Ordnung; u. 8. w. 

89. Man finde die Bedingung dafür, dass 1° eine Oberfläche 2ten Grades ein 
Kegel sei; 2° dass sie die durch ue +ry+wz--1=0 dargestellte Ebene 
berühre;,; 3° dass ein durch drei gegebene Puncte bestimmter Kreis eine gegebene 
Gerade berühre., 

90. Man finde: 1° die Relation zwischen den Winkeln eines Dreiecks durch 
Elimination von a, d, c aus den Gleichungen 


a=bcosC-4ccosB, b=ccosA+tacosC, c=acosB-b5cosA; 


2° die analoge Relation zwischen den sechs durch die Seitenflächen eines Tetra- 
eders gebildeten Winkeln. 


91. Man verallgemeinere folgende Theoreme: Isty+1l=z, also y=x0—1, so 
hat man 


1 =), l l 0 0 

Try —='n, x A RR 

1429 +y° as au ER 2 0. 

ER3y 517 9° —uR; ae 
Lee 020 
a N El, 

ENT mn 
a2, 71973503 
Für 2—=-—.1 ergiebtsich eine schöne Formel. Aus dem Vorstehenden kann man 


noch folgende Relation ableiten (Vgl. N’ 19, Ueb. 37, 1°): 


a a 
a a) 
u: — (ee EV 2 . . 
do — 341 + 3d2— A; ld 2 (J. W. L, GLAISHER) 
4; 1 3 3 


32. Anwendung auf nicht lineare Gleichungen. I. Resullante eines 
Systems von (n— 1) linearen Gleichungen und einer quadratischen 


6 


RI DE 


Gleichung. Die Betrachtung von drei Gleichungen, welche wir der 
grösseren Symmetrie halber homogen annehmen, wird genügen : 


a0: 4 by? 4 02? 4 2fyz + 2902 + 2hay = 0, (1) 
natßıytys—=0, mctßyty2=0. (28) 

Die Gleichung (1) schreibe man 
(ar +hy-+-92)-ylha+by+f)+2ge ty re)—0, () 


und setze dann an die Stelle von (1’): 





au --Iy-ge=aı)\-- ou, (4) 
ha+by+Sr=PBır+ Per, (5) 
ga + /y+ = yıl 4 Yu, (6) 


was erlaubt ist; denn wenn man (4), (5), (6) beziehungsweise mit @, Y. 2 
multipliciert und die Producte addiert, so findet man zufolge der Glei- 
chungen (1), (2), (3) eine Identität. Man eliminiert dann &, y, 2, A, x aus 
den linearen Gleichungen (2), (3), (4), (5), (6). 

Dasselbe Verfahren dient zur Auflösung des Systems (1), (2); es 
genügt die beliebige Gleichung (3) beizufügen und &, y, 2, A, u aus (2), 
(3), (4), (5), (6) abzuleiten. Die Coefficienten dieser Gleichungen sind 
durch eine Identität verbunden. 

II. Auflösung des Systems ao’ +2boy--cy’=m. 0.0? 23ay+yy? = P. 


Man schreibe diese Gleichungen so: 
sc by) -ybetey)=m, ala +Py) + ya) =H 
und löse sie nach «, y als lineare Gleichungen auf; dann bekommt man : 


BEL au 1 by ne 
Ba + 19 ot-fy m 


as + by RR 
o0 +- y Pa + yYy 


Aus den beiden ersten dieser Gleichungen erhält man durch Elimina- 
tion von z und Y, welche linear darin auftreten, eine Gleichung, welche 
R’ giebt. Ist R bekannt, so giebt eine derselben für y einen linearen 
Wertin z; und dieses genügt zur Auffiindung von yundz mittelst einer 


Ro—| = 
M 








der vorgelegten Gleichungen. Dieses Verfahren, welches darin besteht, 
nicht lineare Gleichungen aufzulösen wie wenn sie linear wären, führt 
in einer grossen Anzahl von Fällen zum Ziel (Diekmann). 


er 
Dasselbe Verfahren kann auch bei gewissen Eliminationen angewandt 
werden. Setze man zum Beispiele, in I: s=ar--hy--g3, fs = 


ha+-by--f2, y—= 9% y-+-cz, so wird (1’) in »2--ßsy-+ys2=0 (7) 
übergehen und durch Elimination von ©. y,z aus (2), (3), (7) ergiebt sich 


(&ıß2ys) —=0 oder, in entwickelter Form «2 + By -+ yı2 = 0 (8), wo 
du, Dh, ys constante Grössen sind ; zuletzt schliesst man aus (2), (3), (8) : 
(&ıßeys) —=(. 

**II], Hliminalion von © aus den Gleichungen 
(a) ep? ee r=0, y=tı + dr ca. (1) 
Man berechnet 2° aus (a) und substituiert seinen Wert in die mit x mul- 
tiplieierte Gleichung (1); dieses giebt 

LYy=—Cır -1- (a: — cıqQ) 1- (di Er cı2) Rt — (43 — b>% -- 020°; (2) 

verfährt man auch so mit 5% und (2), so kommt 
-(b, — pP)? —= 05; A + c52?. (3) 
Die Elimination von @, 2? aus (1), (2), (3) giebt die Resultante 


ey= 








BY bi Ci 


(2 b2 — yY Ca — — (? -Py?+-Qy-+-R)=0. (4) 
(A; b; ee | 


Aehnlich verfährt man, wenn («@) durch eine Gleichung .beliebigen 
Grades ersetzt wird. Aus der transformierten Gleichung (4) und der 
Substilutionsformel (l) kann man im allgemeinen die gegebene 
Gleichung ableiten, wie man sich leicht überzeugen kann. Bei einer 
cubischen Gleichung (a) können aı, dı,cı so gewählt werden, dass P 
und Q verschwinden, und so findet man y (Tehirnhausen). Daraus 
gewinnt man 2, indem man bemerkt, dass 1, z, ©° sich verhalten wie die 
den Elementen einer Zeile der Determinante (4) alupreornen Unter- 
determinanten. 


Uebungsaufgaben 92. 1° Uebungsaufgabe 12 der Einleitung. 2° Auflösung des 
folgenden Systems durch das in II angegebene Verfahren : 
a la Sn 1, 
ae +bdy+ c2= ur, 
Q2X + bey co y = uy, 
4;0 + b3Y + 032 = U2. 


un 


Man findet ein merkwürdiges Resultat, welches man verallgemeinern kann, 
indem man den durch’Auflösung der vier Gleichungen gefundenen Wert von u mit 


e 


demjenigen vergleicht, welcher sich durch Elimination von @,y, zaus den drei 
letzteren Gleichungen ergiebt. 

**03. Die allgemeine Gleichung vierten Grades kann durch die cubische Substi- 
tution y„=a-+- dx + ca? + dx? auf dıe Form „+ Py’+Q= O gebracht werden. 

**+94,. Man eliminiere © aus einer Gleichung »t°2 Grades in x und der Relation 
y=Fa:fx, wo Fx und f# irgendwelche Polynome bedeuten. Die Resultante ist 
vom Grade rin y; aber die gegebene Gleichung in x darf keine Wurzel mit 
fz =0 gemeinschaftlich haben (Cayley). 


“III. Elimination für zwei Gleichungen von beliebigen 
Graden. 


33. Dialytische Methode. I. Zu grösserer Leichtigkeit nehmen wir 
eine Gleichung te? Grades und eine 3“ Grades: 


F= + 02-02? + 00° + a0 00° = 0, 
=b + bi + b22? + 50° —= 0. 
Für jede gemeinschaftliche Wurzel x hat man: 
o’F=0, af=0, F=0, f=0, af=0, wlf—0, af Oo 


diese Gleichungen schreibe man so: 


00°? — 0° + a0 + 40° + a0 + aa —0, 
8 + 418°? 4 022° + 050 + 00° + 050° —= 0, 
Go 4 a8 4 4:0? + 050° + a,0* 4 030° —= 0; 
d5 + bi be? + 650° — 0, 
bs + b12? + b20° + br" = 0, 
bu? + 518° + b30° 4 550° — (0, 
bu? + bat + ben: 4 b50° —= 0, 
bua* — b10° + 20° + 650" —= 0. 
Man betrachtet in den (3 -+ 5, Gleichungen die Grössen, @, ©?, 2°,x*, @°, 
x°, x’ als von einander verschiedene Unbekannten. Dann erhält man 
durch Elimination die-Bedingung S= 0, wenn 


do Ay ds (ds; [U Us 
(do dı ds (ds; [77 Üz 
(do Ay da (ds; IR (ds; 
S ai bo b, b; 5 k 


bo b, b> b; 


De %D, b; 


tv 


Mon, 


Zur Abkürzung hat man die Null-Elemente nicht geschrieben.S heisst die 
Sylvester-Eliminante der Gleichungen F=0, f=0; S—0 ist die 
Resultante von F=0, f—=0 und drückt die notwendige Bedingung aus, 
damit F=0 und/=0 wenigstens eine gemeinschaftliche Wurzelr 
oder dass F und f wenigstens einen gemeinschaftlichen linearen Factor 
© — rhaben. 

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Denn, hat man S=(), so 
besteht dieselbe lineare Relation zwischen den Elementen jeder Colonne 
von S (N" 20 oder 30), und man kann setzen : 


Aodo ud —=0, 
Aodı + Aıco + wobı + ud —=0, 
Jol: —- Aıdı -- As@o —- Moda 1 vb, = Uabo —=(, 
%oas 4 Aılı + Jatı — uobs — Y.uba + usb, - Kzdbo —= (0, 


dd; 4 hıdz = lada — Kıbz - Waba —- Ysbı — Kubo =, 
%oas 4 hıas + Aras + ws + usb + ud = 0, 
—- Ayas 4 Aoaı + 0365 — mb —=0, 
187 + ib 0; 


hier bedeuten o, Aı, A2, Ko, Kı, K2, Ks, X, Grössen, welche nicht alle null 
sind. Multipliciert man diese Relationen beziehungsweise mit 1, x, 2°, 
2’,2*,0°,2°,x'’, wo x einen beliebigen Wert hat, und addiert man die 
Producte, so folgt: 


(do + Aa 920°) F+ (wo + mo + not ta na) f—0. (2) 


Wenn eine der Grössen A von Null verschieden ist, so ist es auch 
wenigstens eine der Grössen x, denn sonst hätte man F=0 für jeden 
Wert von z. Da keines der vier Polynome in (2) identisch gleich null ist, 
so schliesst man aus der Identität (2), dass das Polynom f dritten Grades 
Teiler von (0 -- Aı@ 432%?) F ist; also haben / und F mindestens einen 
gemeinschaftlichen linearen Factor z— r, und die Gleichungen F=0, 
f=0 haben die gemeinschaftliche Wurzel r. 

II. Wir setzen jetzt: 


00 GC Us Qs (As ls 





dı A2 As dı (As 4 As (Ar As 
b, b2 b; b> b; b; 
= S = 5 — x 
Ta CELL: 3 } b; 
do b, br b; bo bi b; b; 


bo b, ba b; 


Eu 


und nennen Sı, 82, S; erste, zweite, dritte Haupt-Unterdeterminante 
von S, Man erhält S, aus S, 9, aus S,, S; aus S>, indem man in S, Sı 


oder S; die erste und die letzte Zeile, die erste und die letzte Colonne 
unterdrükt. 


Ill. Ferner setzen wir 
9= GC +00: +00 Ham, Yah-de + daR, 
so dass 


ıu=— TO dı =(0 —fCı, 4 =Cı — T6r, 


As = Cr 





bb = —rdo, bi —=d,—rdı, b,=dı —rd:. bs =d.. 


Damit die Gleichungen 0= 0, —=0 eine gemeinschaftliche Wurzel 
s haben, ist erforderlich und hinreichend, dass S’—= (0, wenn 


Co Cı 02 [u C4 
C, Cı Ca C; 773 


duhidı de 
S’ = . 
d dı d: 
Go tuldık ve 


d, dı ds 


Ziehen wir in S’ die mit x multiplicierten Colonnen 2, 3, 4, 5, 6 be- 
ziehungsweise von den Colonnen 1,2, 3,4,5ab, so finden wirS’=Sı. 
Also ist Sı—=0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die Gleichungen = 0, = O eine gemeinschaftliche Wurzel 
haben. 

So ist auch S,; = 0 die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass die Gleichungen =0, 0—=0 eine gemeinschaftliche Wurzel 
haben, vorausgesetzt dass o= (7 — s)y,V/=(2 — s) » (Falk). 

IV. Vorstehende Resultate kann man in folgendem Satze zusammen- 
fassen : Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für eine einzige 
gemeinschaftliche Wurzel von F=0, f=0, sind S—=0, Sı verschieden 
von 0; für zwei (und nur zwei) gemeinschaftliche Wurzeln :S—=0, 
Sı = 0, 8, verschieden von 0; für dri:S—= 0, Sı = 0,9: = (, I; ver- 
schieden von O (was in dem betrachteten Falle stattfindet, da S = b;). 

Uebungsaufgabe 95. Bedeuten a, 5 Polynome in y, so hat die Resultante S=0 zu 


Wurzeln die Werte, v,... von 4, welche mit geeigneten Werten von x den Glei- 
chungen F=0,f= 0 genügen. Aus N" 33, IV kann man ein Mittel ableiten, um 


BROT. 


zu erfahren, ob einem Wertey= „ein oder mehrere Werte von x entsprechen, 
ohne diese selbst zu bestimmen. 


34. Gleichung mit den gemeinschaftlichen Wurzeln. I. Wenn S—=0, 
S, verschieden von O ist, so verhalten sich die Grössen 1, x, 2°, @°, z*, 
x’, x°, nach der allgemeinen Theorie der Elimination, wie die den 
Elementen irgend einer Zeile entsprechenden Unterdeterminanten. 
Wir betrachten zum Beispiele die erste Zeile; dann findet man (nach 
Division durch einen gemeinschaftlichen Factor): 


a a Er EURE EICH PN 
do 42 0 (du Us dı A2 Ad; du (As 
do b> b; x bi -Da b; 
2:7 BEN due 6: HRBnBLLIdE 2, 
bs di do DB; Dep D2nb: 
u di db bb; » 1 br b; 


Bezeichnen M, N die beiden letzten Determinanten, so hat man 
Mz-+.N = 0 oder zufolge der Eigenschaft VI: 


a Aı Ar A; As As aE a, a2 as Qı Us 
“4-02 Mr 4; a Qs F a0 a 0 
bu +b2 bb b; f bb; 
be = bu. de bi ee 2, =) 
bu. dr ba db; x*f db, di ba b; 
bo db2 b; x’f bu bi b, b; 


Die zweite Form ergiebt sich aus der ersten, indem man zur ersten 
Colonne der ersten Determinanten die beziehungsweise mit 22, 2°, z*, 
x’, z° multiplicierten Colonnen 2, 3, 4, 5, 6 addiert. 

II. Man kann auch leicht a posteriori beweisen, dass die Gleichung (e) 
durch die einzige den Gleichungen F=0, f=0 gemeinschaftliche 
Wurzel # genügt wird. Nämlich : 1° Nach ihrer ersten Form ist die 
Gleichung (e) nicht eine Identität, da man sie schreiben kann M&--N—0 
und der Coeflicient von # gleich der von Null verschiedenen Unterdeter- 
minante S, ist. 2° Nennt man U, die zweite Determinante (e), so ist U, 
durch x — r teilbar, da ja — r ein Factor der Elemente zF, F, f, 
of, x?f, ©’f der ersten Colonne von U, ist. 

Man bemerke, dass U, sich von Sı herleitet, indem man die erste 


Colonne von Sı durch [zF, F, f, zf, x’f, «f] ersetzt. 
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Tebungsaufgaben. 96. Haben F=0, f=0 zwei (und nur zwei) gemeinschaft- 
liche Wurzeln, so findet man diese durch Auflösung der Gleichung U, —=0, 
wenn U, die Determinante S, nach Einsetzung von [F,/,=f, zef] an Stelle 
der ersten Colonne von S; bedeutet. Ein analoger Satz findet statt bei drei gemein- 
schaftlichen Wurzeln. 

97. Haben die Gleichungen F=0, f—9 eine einzige gemeinschaftliche Wur- 
zel r, so sind die Gleichungen =, v=0 (s. N" 33, II), zufolge der Gleichung 
(2) von N’ 33, I, gleichbedeutend mit 


Mt ta tee —0, ++ ID—0. (a) 


Die Grössen }, » ergeben sich aus den Gleichungen der N' 33, die ihnen zur 
Erklärung gedient haben; setzt man ihre Werte in (a) ein, so erhält man zwei 
Gleichungen, welche wir mit V=0, W = Öbezeichnen und die den vorgelegten 
Gleichungen nicht gemeinschaftliche Wurzeln haben. Hier sind V und W 
gleich der Determinante S, in welcher die erste Colonne beziehungsweise durch 
[0, 0,0, 1,2, 22, @°, z') und [2°, x, 1,0, 0, 0,0,0] ersetzt wird. Ein analoger 
Satz ist anwendbar bei zwei oder drei gemeinschaftlichen Wurzeln. 

98. Haben die Gleichungen F=0, f=0 zwei gemeinschaftliche Wurzeln, so 
muss die lineare Function U, identisch gleich Null sein, da sie einen Teiler 
2ien Grades hat. Folglich sind auch alle zweiten Unterdeterminanten von S null, 
welche durch das Schema S dargestellt sind, wo man die erste und die letzte 
Zeile streicht. Ein analoger Satz ergiebt sich bei drei gemeinschaftlichen Wurzeln. 


35. Methode von Cauchy. I. Wir betrachten wieder die Gleichun- 
gen F=(0, f—=0 der N’ 33 und schreiben : 


=o-+2y=0ı —- 2°y; = 02-1 2°, 
= +: =ßı +20 =Pß + 200; 


&i, Bi, Yi, dı bedeuten Polynome ö'" Grades in ©; die beiden ersten «;, ß; 
bestehen beziehungsweise aus den (d--1) ersten Gliedern vonF und f. 
Ferner setzen wir: 


GC = Fo); — fyı = 0.03 re Boys = (00 -- Coı® - Co2X? -. C05%° u Cost*. 
C=FRö, — fy; — ad — Bıys ernD —- C11® —- C120? + 015° + C140%, 
CG=F) u = 12. — P»y: = (29 4 (210 -1- 0220? + (2:2 -- VEIT 
die. Anzahl der Hülfspolynome C ist gleich dem niedrigsten Grade der 


Polynome F und f. Die Coeflcienten ergeben sich aus einem einfachen 
Satze : bedeutet d;. das Binom a;dr;ı — Arzıbi, So ist 


Cr = Chi, Cr — dia -- Ci-15 k+ls 


für geeignete Werte von ö und Ak. Der Beweis dieses Satzes unter- 
bleibe hier, da wir ihn nicht anwenden werden. 


u 
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Eine den Gleichungen F=0, f=0 gemeinschaftliche Wurzel r 
genügt folgenden Gleichungen, deren Anzahl dem höchsten Grade der 
Polynome F und / gleich ist: 


EZ 6 CGı=(, ee dl Hal 2 =U: 


Betrachtet man hier 2,2°,2°, 2’ als von einander verschiedene Unbekann- 
ten, so giebt die Elimination dieser Grössen eine Gleichung R—=0, wo 


do b, b> b; 


gesetzt ist. R ist die Zliminante von Cauchy. Man sieht, dass eine 
gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen F=0, f—= 0 nur besteht, 
wenn R==0; diese Bedingung ist auch hinreichend, was man wie oben 
N' 33 beweisen kann. 


II. Die Gleichungen 
ee Dr 0 0, a0, E— 0,20, °(3) 


haben eine Zliminante M; entwickelt man diese, so findet man leicht 
M =—— DER. 
Man schreibe die drei ersten der Gleichungen (3) in der Form : 


F(b, + b22 4 b50?) — f(aı 4 a22 + 452° + a0? 4 as2')= 0, 
F(b; + b;2) — f(az + a5© + a,0°” 4 as0’) = 0, 
Fb; — f(as + a,2 4 a8?) = 0; 


hieraus sieht man, dass auf einfachem Wege das System (l) aus dem 
System (3) hergeleitet wird. Dasselbe Verfahren führt M in 538 über. 
Folglich ist M=b’R—= 533, und somit R=S. Zugleich ist erwiesen, 
das RR=S,, R,=S;, R; =S;, wenn Rı, R>, Rz nichts anderes sind 
als die Determinanten R, Rı,R>, in denen man die erste Zeile und erste 
Colonne gestrichen hat. Also kann man in N’33, IV, S, Sı, Sa, S; durch 
R, R,, Ra. R; ersetzen. 

Um die Gleichungen R=S,R; —=Sı, u.s8. w., zu beweisen, kann man 
dem Producte # R?die erste derin Ueb. 68 angewandten Formen geben 
(man ändert die Vorzeichen der letzten Häifte der Zeilen); die neue Deter- 
minante ist das Product von & S, in welchem die Elemente der Zeilen 
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2,4,6, ... ihr Vorzeichen gewechselt haben, mit derselben unter einer 
etwas verschiedenen Form geschriebenen Determinante & S (Le Paige). 


36. Das Theorem von Bözout über Elimination. Die in Nr 33 ge- 
brauchten Buchstaben a;,b; sollen jetzt Polynome von den Gradend —i, 
3 —i in einer zweiten Unbekannten y bedeuten, so dass 4,2’ vom Grade 
d und 50 vom Grade 3 in « und y sind. Wir werden dann beweisen, 
dass S (oder R) höchstens den Grad 5X 3 in y erreicht (höchstens den 
Grad mn, wenn m und % die Grade der Polynome F und f bezeichnen). 
Zu diesem Zwecke ersetzen wir in S die Grössen @,, @ı, da, 45, As, As be- 
züglich durch aot’, aıt*, ael, at’, aut, @s, sowie auch do, dı, d2, d; durch 
bot?, bıl?, bat, d;. Hiermit wird jede Grösse a oder 5, folglich auch jedes 
Glied von S, mit einer Potenz von £ multipliciert, deren Grad genau 
dem (rrade dieses Gliedes in y gleich ist; die also transformierte Deter- 
minante S heisse T. Nun multiplicieren wir die Colonnen von T bezie- 
hungsweise mit 1, £, ??, 2°, t*, t°, £°, {’ und dividieren nachher die 
Zeilen durch 7’, 7°, 7°, 1, 2, 1?,7°, *. Der Wert von T bleibt ungeän- 
dert, aber S geht identisch in T über, wenn man die 5 letzten Zeilen 
von S mit ?° multipliciert, daher ist T—= St'’, und da jedes Glied von S 
mit Z'® multipliciert wurde, so muss es vom 15'°* Grade sein. Der Satz 
ist hiermit bewiesen (Janni). 

Die der Gleichungen F—=0, f=0 entsprechenden Curven haben 
5X 3 Schnittpuncte. Diese Anzahl kann nicht niedriger sein, wenn man 
allgemeine Gleichungen betrachtet; denn, nimmt man für die erste 
Curve ein System von 5 Geraden, für die zweite ein System von 3 Gera- 
den, so hat man 15 Schnittpuncte (mn Schnittpuncte für ein System von 
m Geraden mit einem System von » Geraden) (Cremona). Also ist die 
Resultante von zwei Gleichungen von den Graden m und n im allge- 
meinen vom Grade mn und die entsprechenden Curven haben mn gemein- 
schaftliche Puncle (welche reell oder imaginär, verschieden oder zusam- 
menfallend sind). 


Uebungsaufgabe.100.Sind in einer Gleichung pier Grades inzund ydieniedrigsten 
Glieder vom Grade p’,so sagt man,dass die entsprechende Curve im Anfangspuncte 
OÖ einen mehrfachen Punct von der Ordnung p’ hat. Es wird nun gefragt, durch 
welche Potenz von % die Resultante S—=0 von F=0. f=-0 teilbar sei, wenn die 
entsprechenden Curven beziehungsweise von den Graden m und » sind und die 
erste in O einen Punct der Ordnung m’, die zweite in O: 1° einen gewöhnlichen 
Punct; 2°einen Punct der Ordnung »’ hat. 
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I. Determinante als symbolisches Product. 


”*23. Definition mittelst symbolischer Producte. I. Das Product 


(a,%-+ 8,7) (aei + d3/) 
lässt sich schreiben 
40° ad, + a, d3ji+ 525,3°, 
indem man die Factoren zusammenstellt, ohne sie zu invertieren. Ersetzen wir in 
diesem Ausdrucke »?, j? durch Null, und jö durch — ij, so wird derselbe 


(Gıda bare dabı) ;. 


Ersetzen wir dann ?/ durch die Zinheit, so bekommen wir 
a,b, —A2bı. 
Man kann also conventionell schreiben 
lab] = (a,i+ 4) (agi + 2:7), 


wofern man das Product des zweiten Gliedes der Gleichung bildet ohne ;,,5 zu 
invertieren und die angezeigten Abänderungen vornimmt. 
II. Man kann auch symbolisch schreiben 


| abe | = (0,8 -+ 5,5 + 1%) (a2i + 825 + C3%) (az + bi + c;R), 
wofern man in dem Producte des zweiten Gliedes der Gleichung : 1° die Fac- 
toren 2jk zusammenstellt ohne sie zu invertieren 2° .?, 5?, A? durch 0, 5 durch 
— ji, kjdurch — jk, kidurch — ık, ijk durch 1 ersetzt. 
Man findet zuerst als Product der zwei ersten Factoren 
(a,d2 —a,5,)Ü + (dj62 — dat) JR +(azcı —aıca)ki oder A,j5k-+ Bzki+-C;i. 
und dann 
(Azjk + Bzki + 03517) (at + 557 +ezk) = a5A; +d;B; +c;0; =] ade|. 
III. Obiges lässt sich auf eine beliebige Determinante ausdehnen, So ist sym- 
bolisch 
| abed | =(a,id, 5 ck dl) X (ai Hd)’ + cık-+ dal) 

X la Hd rezktdzl)X la Hbj3tc,k+dil), 
wofern man in dem Producte des zweiten Gliedes der Gleichung die Factoren 
i,j, %, Inicht invertiert ; ferner 32, j?, %?, 4? durch 0, 38, kiu.s. w. durch — 25, — ik, 
u. 8. w. und 2jkl durch 1 ersetzt. 


IL. Dialytische Eliminations-Methode. 


I. Notwendige Bedingung. Es seien die Polynome gegeben : 


P=p2° +9,8° ++ +r,=lap0’+a,0? +ag0 + az) (e,0® +c,% + 69), 
Q=ne + not tgs> (bon? +24 ba) (02? +60 4 ce), 


welche einen gemeinsamen Factor haben. Die Coefficienten 7, qg vonP, Q, lassen 
sich durch die Coeflicienten a, 5, c, ausdrücken. Ersetzt man sie durch diese 
Werte in der Sylvester-Eliminante der Polynome P,Q, so wird man finden, dass 
diese gleich ist der Sylvester-Eliminante der Polynome 


a,2> + a,20% +a,05° + a,2?+0.2 +0, 
b,x* +b,2° +bs2? + b;0C +0; 
und dass diese Eliminante null ist, weil sie zwei aus Nullen zusammengesetzte 
Colonnen enthält. 


II. Der Lehrsatz der dialytischen Methode lässt sich aus der Theorie des grössten 
gemeinschaftlichen Teilers ableiten, ohne dass man nötig hat, sich auf das 
Prineip, dass jede algebraische Gleichung eine Wurzel hat, zu stützen. In dieser 
Darstellungsweise lautet das Princip der dialytischen Methode: 

Zwei ganze Polynome F, f haben dann (Nr 33) und nur dann einen gemein- 
schaftlichen Teiler, wenn die Sylvester- Eliminante von Fund f null ist. 


III. Vermischte Uebungsaufgaben. 


101. Bonolis’ Regel. Man findet acht Glieder der Determinante | aded |, wenn 
man mit regelmässiger Abwechselung der Vorzeichen + und — die Producte der 
vier Elemente der ersten Diagonale und der drei parallelen Reihen der Tafel 
|| abedabe || (Zeilen 1234), sowie die der zweiten Diagonale und der parallelen 
Reihen ausschreibt Die sechzehn andern Glieder findet man, wenn man die Deter- 
minanten — | adcd |, und + [| adde | ähnlicherweise behandelt. 

**102, Bonolis’ Regel auf alle Determinanten gerader und Sarrus’ Regel (N" 9) 
auf alle Determinanten ungerader Elementenzahl auszudehnen. 

103. Die Determinante 

wel, 
3,5 
6.8, 5 
ist teilbar durch 17, weil 204, 357, 663 durch 17 teilbar sind. 

104. In einer Determinante gerader Elementenzahl, kann man die Vorzeichen 
aller geraden Elemente wechseln (s. Ueb. 15). 

105. Folgende Relationen zu verallgemeinern (Vgl. N" 19, III und Ueb. 58) : 





aı bj Ci | 1 1 1 
j ji 1 aba — Aaobı, AdıCca — Aslı 
@a Da 0 = Aobıcı aıbacı aıbıca =— . 
aybıcı dı a,b; — azbıy Aıcz — AzCı 
üg bs (5 azbıcı aybzcı aıbıcz 


(Studnicke) 


u NR 
106. Zu berechnen (Vergl. Ueb. 41, 2°) 


sin?a, sinacosa, cos’a 
A= |sin?b, sinbcosb, cos?b 
sin?c, Sinccosc, cos?c 


sin?a, sin’acos?a, cos*a 
sin?d, sin?bcos’b, cos?b |: 
sin®c, sin?ccos?c, costc 


‚B= 








**107. Sind M und N ganze Functionen der Sinus und Cosinus von a, d, e, so ist 


| sin ’*ia,sin a, cos a|=AM, 
|sin®a, sin?a, cos’a|=BN. 
108. Wenn P=sinz (b— c)sinz(c —a)sinä(a — b), so hat man 

| sin a, cosa, sin2«]=P[sin(b-+c) + sin(c+a)-+ sin (a -+ b)]; 
| cos 2a, sina, 1]=16Pcosz (b +c)cosz(c-+ a) cos (a + b); 
‚jeosa, sin2a,1|=4P[cosa+cosb+cosce —cos(a +b-+ c)]; 
| cosa, tanga, 1| X cosacosbceosc=P; 
|sin2a,tanga, 1 | X cosacosbcosc=RPsin(a +b-+..). 


109. | sina, cosa, sin(« + 32) 
sin d, cos d, sin (© + 35) 
sin c, cosSc, sin(= + 3c) 


_.) —4#sin (#—c) sin(c—a) sin(a— 5) ) 
xsn® a +5d-+c) ) 


| 1, sin 2a, cos 2a, cos (© + 4a) | = etec.; 
| sing, cosa, sin 3a, cos 3a, sin (c + 5a) | = etc. 

*110. Setzt man 2° + Px?+Qz +R= (2 — a) (0 — $) (ec —y), 

gr —= Ant Aır 4 Asa? + Aza? + A,ct, 

yc=B, + Bız + Bea? + B;0? + Biat, 

x =C, + Cız + Car? + C525 + Cya, 
so ergiebt sich 

A, Aı Ar A; A, 


ya da ya DeBe. bir DB l« a? 
real =Iı C Ga GC C, Dan a 
Bw Kun E90 Le 727 


N | 


(Vgl. 19, Ueb. 11, a. E.). Man kann beweisen, dass AmBnCp in beiden Gliedern 
der Gleichungen mit gleichen Quantitäten multipliciert wurden. 

**+]]]. Man kann gemäss obiger Aufgabe dıe Determinanten ausrechnen, In 
welchen die Elemente jeder Zeile positive ganze Potenzen des Sinus und Cosinus 
eines und desselben Winkels, oder der Sinus und Cosinus der ganzen Multipel 
eines und desselben Winkels sind (G. Loria) 


*112. Wenn <=V — 1, so haben wir 

















a db ls Bb-a| lja+bi b-ai 
-db al 3| —i Zi | ila—bi ee 
are 0 AN 0 
na al, en abi abi 


TBRRYEL. 


Aehnliche Rechnungen (Baltzer) ermöglichen den Beweis, dass jede Determi- 
nante von der Form 


a b4,ch dur 
—- db. a, —üd c —JnE 
a er A 3 
-ur» -sr —ul 
die Summe von zwei Quadraten ist (Voigt). 
113. ax — by — 0% ay-+ bx as + cx 
ay--bx by — 02 — 0% bz+ cy 
az + 0x bz + cy cz — ax — by 





— (02 +5? + 01) (@® + y°+ 22) (an + by+ ca). 


Fallwor=a,y=5,2=t 











114. : Ja+tpb,d+g,c+ra|l=la,b,ce|(l + par); 
la-tpb+go, b+re+sa c+ta+ub|=etc. 
115. 2a a+b-+ec a+-b+c 
a+b+ec 2b a+b-+c | =B8abe, 
a+b+c a+rb+re 2c 
116. (a + b)? ca bc 
ca (b-+c)? ab —= Rabe (a +b + c). 
be ab (c-+ a)? 
117. 1, b+c-+d, be-+cd+tdb, bed 
l, c+d+a, cd+da+tac, cda|=|1,a,0’,0@|. 
118. 1, 20202 ,@ 
a | (a—bj(a+b)(c—a)(d— ce) 
Pa a I PAR a?b?c ; 


119. Wenn 
z=by+cz+-du-e, 
y=%+tdu+ev-as, 
z—= du+ evt ar + by, 
u=evt ax +by-+ cz, 
v—=acs-+ by- es + du, 
hat man 


URIRELN TEE d REN 
I ie erh ge 





**120. Eine Determinante hat das Vorzeichen seines ersten Gliedes, wenn jedes 
Element seiner Diagonale an absolutem Werte die Summe der absoluten Werte 
der andern Elemente derselben Zeile übersteigt (L. Lövy). 


on 


Denn 1° der Lehrsatz ist wahr, wenn alle Elemente, ausser denen der Diagonale 
Null sind; 2° wenn diese anderen Elemente von Null ab an absolutem Werte 
wachsen, ohne dass in irgend einer Zeile die Samme ihrer absoluten Werte 
den absoluten Wert des Klementes der Diagonale übersteigt, so kann die 
Determinante nicht Null werden. Sonst gäbe es ein entsprechendes System 
homogener linearer Gleichungen, das sich auflösen liesse durch Werte der 
Unbekannten, die nicht null wären, so dass eine Gleichung des Systems absurd 
sein müsste. 

**12]1. Das System 

actby tee +dutev=0, (i=1,2,3, 4) 
GC +bYy—+ cz + dn + cov—=l, i 
kann dargestellt werden in folgender Form : 


2,0 + PıY =0, 
YaC + &aY + 22 =0, 
YaY- R32 + BzU 0, 


73,2 +2,%u +Pß,r =, 
Yu %;V = ö. 


Wenn man die aus den beiden Systemen gezogenen Werte von z gleichstellt, 
ergiebt sich Muir’s Lehrsatz : Eine Determinante, welche mit gewissen ihrer 
Unterdeterminanten multipliciert wird, ist gleich einer Continuante (Vgl. Ueb.81) 
(Chrystal). 


*#122, 1 pP Q R 
a Kur G—bt —cıX 
a b—U C—bt — Col 
Az bz — (10 (65— bz% — (5T 


ist die einzige mit Elementen vom ersten Grade in Bezug auf x in den drei 
untersten ihrer Zeilen Determinante, welche gleich ist 2 + Px’+Qz-+Rmulti- 
pliciert mit einem von 2, P, Q, R unabhängigen Factor (©. Bourlet). 


*173, a? +-y? +27 2102-4 Yıya + 7172 21%; + Yıys 4 2175 
02 +-Yyıya +22 @3-+93+2°3 0203 + Yıys + 22%; 
010; + Yıys + 2175 2205 Yays 4 2225 @2-+-y?2 +» 
1 l ] 


fe u u Bu 


0, 0 Yıy 242 


(Comp. n° 25, I, 2°, 27, I). 
02 = 05 YaYs 272 — 25 














*]24. Der Radius x eines Kreises, weicher äusserlich drei sich gegenseitig 


äusserlich berührende Kreise mit den Radien a, d, c berührt, ergiebt sich aus der 
Gleichung : 


ı a7! 
1 -1 i l ö7! 
ji -1 1 N 














*]25. wi RE FY IY 
ya Er 
an 
za au U arten 
fu Fu 
n 2 ER 
wul|l lıyııy a 
wenn f2 = (# — «) (0 — £) (@ —y) (Cauchy). 
**126. Man erhält 
r ate b+B c+y 
—_—a—a 0 f 9 ie 
Br = | a, ed 
—c—7 —9 —h 0 


‚rYy 
y—Yy 


- 


- 





A, 
fu 


v—y 




















127. a+tece b+d a+c d-+d 
b+d a+c b+d a+c : 
are: 0 r0 er dr a 
c+d d+a a+b 5b-+c 
128. abc ER a+» b+z2 c+x 
def Heltnamdr —=|d+z2 e+z /I25 
ghys +O Hr gre h+a j+® 
129. : 1 1 Fi Be 
1 E i v; —4 dabe| 
j & 28 + etZleru 2 
Lrer Aaron nn! 
lid v8 
130. 1 Ben 
1 
] l 
1.2 Ten Be ! 
1 A la ha lebend) 
19228 120 
1 1 La 
Ri Base 
*]131. Die cubische und die biquadratische Gleichung können dargestellt wer- 


den in der Form 


—0. (A. Legoux.) 








GEBENTS: 
Se Sur Ser 5 


By 
*+132, Lehrsatz von Kronecker (Nach dem Lehrsatze von Laplace) : 


Aydı bdıarı Aka dia Az bıkz 
doXı bat d2aX2 ba.ta 09X5 boXtz 
amyı biyı Alfa bıya Aıys  bdiys ı } 
“ — [ab ]?| ya |? 
Zazyı beyı a2ya bay2 aays . bays 
dı%ı bi2%1 dı%2 bı23 dı% 


| do?:ı b>2%1 ds23 ba%» (do%sz b»25 


133. ab cd 
MEGA G _ (la rb+c+d)(+d—-b— .) 
edra:b IX(a+b—c—d)(a +c—b—.d).\ 
Berg 


*#Eine bisymmetrische Determinante (Ueb. 44), wie obige, von £” — 2p Zeilen, 
von denen jede aus denselben Elementen besteht, die so geordnet sind, dass dieses 
auch der Fall ist für jedes Viertel der Tafel, ist das Product von % Factoren, von 
denen jeder eine algebraischen Summe der 29 Elementen ist (Puchta). 


134. Wenn die ganze Function az’ + 50° + c2?-+ dx -+-g gleich null ist für 
2 =0, 0 =0, —=0, D=%In 0%, So Sind die Coeflicienten g, b, e,d, g null 
(Vergl. Nr 19, Beispiel II, Nr 29, IN. 


+*135. Man verallgemeinere folgende Relation, in welcher die erste Determinante 
ceyclosymmetrisch ist : 


Ü4utaı m + mn m—aı 
b, + Yı ».+yp Gb» —-y bh —Yı 
hy b-p b+p d-+Yı 
a—%, ,-a «tn m+Lı 


dı da 


— 24 
bi ba 





Fi %>a 
Yı Ya 


**136. Man findet Bröosch?’s Lehrsatz : Jede Determinante ist gleich einer Halb= 
determinante (Ueb. 50, N" 26, III), indem man in Ueb. 135 setzt: x, = 4,92 = bs, 
0. = bi, Yı = Ad». 


**137, Eine Circulante von 2n Zeilen lässt sich darstellen unter der Form einer 
Determinante von » Zeilen, wenn man das Product der zwei Determinanten, in 
welche man die Circulante zerlegen kann, in eine cyclosymmetrische Determinante 
umwandelt (Ueb. 44,46, 135). 


**138. Die Potenz (n +1) einer Eliminaute von » linearen homogenen Func- 
tionen von n Variabeln ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich der Eliminante der 
Quadrate und aller Producte von je zwei dieser Functionen (Hunyady). 
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wenn wir mit (#, A) den grössten gemeinschaftlichen Teiler der ganzen 4 
{und k und mit p (k) die Anzahl derZahlen unter %, welche in Bezug auf R k 
zahlen sind, bezeichnen (Smith). Man weiss, dass 1 Zahl € ımm 
Functionen p ihr Teiler ist. | 

“110. Wenn man in obiger Determinante A Glied ( van s ch. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 


Diekmann, Prof. Dr. Jos., Rektor des Realprogymnasiums zu Viersen, 
Anwendung der Determinanten und Elemente der neuern 
Algebra auf dem Gebiete der niedern Mathematik. Zum 
Gebrauche beim Unterricht an höheren Lehranstalten sowie zum 
Selbstunterricht. [VIII u. 111 8.] gr. 8. 1889. geh. n. M.1.60. 


Kronecker, Leopold, Vorlesungen über Mathematik. Heraus- 
gegeben unter Mitwirkung einer von der Königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften eingesetzten Commission. In 4 Bänden. 
II. Band: Vorlesungen über die Theorie der Determinanten, 
berausgegeben von K. Hensel. gr. 8. geh. LIIn Vorbereitung.] 


Mansion, Dr. P., Professor an der Universität zu Gent, Mitglied der 
Königlichen Belgischen Akademie, Einleitung in die Theorie 
der Determinanten für Gymnasien und Realschulen. Aus der 
ersten französischen Auflage übersetzt. [40 S.] gr. 8. 1899. 
geh. n. M. 1.— 


Pascal, Ernst, ord. Prof. an der Universität zu Paris, die Deter- 
minanten. Eine Darstellung ihrer Theorie und Anwendungen mit 
Rücksicht auf die Gesamtheit der neueren Forschungen. DBe- 
rechtigte deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Leitzmann. gr. 8. 
In Leinw. geb. [Erscheint im März 1900.] 


Der Verfasser des italienischen Werkes, das in der Sammlung wissenschaftlicher Hand- 
bücher des Mailänder Verlegers Hoepli vor etwa zwei Jahren erschienen ist, hat in seinem 
Vorwort das Ziel, welches er bei Abfassung seiner Schrift im Auge hatte, in einfacher Weise 
gekennzeichnet. Er sagt, es sei ihm darauf angekommen, eine Darstellung der Determinanten- 
lehre zu geben, bei der die bedeutende Zahl von Einzeluntersuchungen, die auf diesem Gebiete 
in neuester Zeit geschehen sind, zum ersten Male vollständig und in thunlichst knapper Form 
vereinigt anzutreffen sein sollten. 

Wie man bei einem Blick auf die geschichtliche Entwickelung des Lehrstoffes bald 
ersieht, hat der Mangel einer geeigneten Gesamtdarstellung zur Folge gehabt, dafs die Be- 
mühungen verschiedener Forscher sich wiederholentlich demselben Gegenstande zuwandten und 
Ergebnisse mit dem Anspruche des Neuen veröffentlicht worden sind, die andernfalls schon 
längst wissenschaftliches Gemeingut hätten werden können. Wir dürfen auf Grund solcher 
Wahrnehmung und Erwägung, ohne den bleibenden Wert anderer vorhandener Lehrbücher der 
Determinanten in Abrede zu stellen, bei deren Abfassung in der Hauptsache die systematische 
Darstellung eines durchgängig in sich zusammenhängeanden Lehrgebietes beabsichtigt wurde, 
dem Verfasser der vorliegenden Schrift wohl bedingungslos beipflichten in dem Ausdrucke der 
Erwartung, dafs das besondere Endziel, an*dessen Verwirklichung er seine Mühe gewandt hat, 
sich mit einem thatsächlichen und wesentlichen Bedürfnis übereinstimmend erweisen wird. 

Der Herausgeber knüpfte hieran die Hoffnung, dafs das Buch auch dem deutschen 
Leser, insonderheit dem Lernenden auf jenem Gebiete ein willkommener Führer werden möchte 
da die heimische, hier einschlägige Litteratur, wenn man die Forderungen möglichster Voll- 
ständigkeit und durchsichtiger, einfacher Darstellung gemeinsam aufstellt, bisher wohl eine 
empfindliche Lücke bemerken läfst. 


Es hat bei der Übertragung das Ziel vorgeschwebt, in Hinsicht auf Art und Gang der 
Darlegungen so eng als immer möglich an das Original sich anzuschliefsen, und nur in den 
Dingen, die die äufsere Form des dargebotenen Lehrstoffs angehen, ist darum aus Gründen der 
Zweckmälsigkeit hin und wieder abgewichen worden. 

Der Verfasser hat in dankenswerter Beteiligung für diese Ausgabe eine Reihe von 
handschriftlichen Aufzeichnungen zur Verfügung gestellt, in denen teils Zusätze, teils ver- 
bessernde Anmerkungen enthalten waren und die sämtlich an gehöriger Stelle dem neuen Texte 
eingefügt sind; desgleichen stammt aus der Feder von Ernesto Pascal der kurze historische 
Abrifs, der in der deutschen Ausgabe zum ersten Male den theoretischen Erörterungen zur 
Einleitung dient. - 

Der Herausgeber hat es sodann als seine wesentliche Aufgabe betrachtet, den in die 
Darlegung verwobenen Litteraturbericht und die diesbezüglichen Nachweisungen einer gründ- 
lichen Prüfung zu unterwerfen, hat einzelne Nachträge eingefügt und im Anhang ein vervoll- 
ständigendes Verzeichnis der nach Erscheinen des italienischen Buches gelieferten wissenschaft- 
lichen Arbeiten zusammengestellt. 

Zur Erleichterung des Gebrauches ist ein eingehendes Sachregister dem Buche bei- 
gefügt worden. 


Pascal, Ernst, ord. Prof. an der Universität zu Pavia, Repertorium der 
höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, 
Litteraturnachweise). Autorisierte deutsche Ausgabe von 
A. Schepp, Oberleutnant a. D. zu Wiesbaden. In 2 Teilen. 
I. Teil: Die Analysis. 8. 1899. Biegsam in Leinw. geb. 


[Unter der Presse.] 


Der Verfasser sagt in seinem Vorwort: „Der Zweck des vorliegenden Buches ist, auf 
einem möglichst kleinen Raum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, dals der Lehrer imstande ist, sich in ihr zu 
orientieren, und auf die Bücher zu verweisen, in welchen er Ausführlicheres finden kann. 

Für den Studierenden der Mathematik soll es ein „Vademecum‘“ sein, in welchem er, 
kurz zusammengefafst, alle mathematischen Begriffe und Resultate findet, die er während seiner 
Studien sich angeeignet hat oder noch aneignen will. 

Die Anordnung der verschiedenen Teile ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe; 
zuerst werden die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die Theoreme 
und Formeln (ohne Beweis) aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die vorher- 
gehenden Definitionen eingeführten Dingen oder Gröfsen bilden, und schliefslich ein kurzer 
Hinweis auf die Litteratur über die betreffende Theorie gebracht. 

Von Büchern dieser Art, die uns bekannt sind, ist die „Sammlung von Formeln der 
reinen und angewandten Mathematik‘ des Dr. Laska (Braunschweig, 1838— 1839 — 1894) nur 
eine Zusammenstellung von Formeln von geringer Ausdehnung und die „Synopsis der höheren 
Mathematik“ von Hagen (Berlin, 1893—1894), wenn auch sehr umfassend und von wertvollem 
Inhalt, doch nicht so geordnet, dafs ein Leser, der noch keine grol/se Erfahrung besitzt, sich 
leicht in ihr zurechtfinden könnte. 

Die neuerdings erscheinende Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften, hrsg. 
von H. Burkhardt und Franz Meyer, verfolgt einen ganz anderen Zweck. Sie bringt über 
jede einzelne Theorie, deren die Mathematik schon eine ansehnliche Menge zählt, eine voll- 
ständige Abhandlung. Ein solches Werk, so wertvoll und nützlich es auch für die Pfleger der 
mathematischen Disciplinen ist, kann schon seines Umfanges wegen nicht jedermann zur Hand 
sein und ist nicht, wie das vorliegende Buch, für solche bestimmt, die ihre Studien erst 
beginuen.“ 


Reidt, Dr. Friedrich, Professor am Gymnasium und dem Realpro- 


gsymnasium in Hamm, Vorschule der Determinanten für 
Gymnasien und Realschulen. [VIu.658.] gr.8. 1874. geh. M1.— 


Reiss, M., Beiträge zur Theorie der Determinanten. [VII 
u. 113 8.] gr. 4. 1867. geh. n. M. 3.— 
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"üb . Herausgegeben im Auftrage der 


Akademien der Wissenschaften zu Göttingen, Leipzig, München und Wien, 
sowie unter Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 


= 7 Bänden zu je 6—8 Heften. gr. 8. Geheftet. 


Bisher erschienen: 
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IL. Analysis, 2 Teile, red. von H. Burkhardt und 


W. Wirtinger. V. Physik, 2 Teile, red. von A. Sommerfeld. 
I. Teil. Heft: 1. [160 S.] 1899. M. 4.805 I. Teil. Heft: 1 [160 8.] 1903. 4 4.80; 
2/3. [240 8.] 1900. M. 7.50; 4. [160 8.] 2. [159 S.] 1905. 44.805,38. [172 S.] 
1900. M. 4.80; 5. [199 8.] 1904. M.6.—; .... 1906. M.5.20; 4. [65 8.] 1907. 443.60. 
6. [57 S.] 1906. M. 1.60. IL Teil. Heft: 1. [280 S.] 1904. M8.—; 
I. Teil Heft:.1. [175 S.] 1901. A 5.20. 2. [104 S.] 1907. M. 3.— 
NL: Kae und SREhIUE: red. von Ph. Furt- 
. R wängler und E. Wiechert 
III. Geometrie, 3 Teile, red. von W. Frz. Meyer. 9 Heft: 1. [116 S.] 1906. M 3.40. 
I. Teil Heft: 1: [220 S.] 1907. AM 6.40. 2. TI2T8.] 1907. 9.3.60, 
‚Id. Teil. Heft: 1. [160 8.] 1903.  M. 4.80; VI. 2: Astronomie, red. von K. Schwarzschild. 
2. [96 S.] 1904. AM. 2.80; 3. [199 S.] Heft: 1. [193 8.]. 1905. A 5.80. 
1906. M. 5.60. In Vorbereitung: 
“IH. Teil. Heft: 1. [183 S.] 1902. M 5.40; VII. Geschichte, Philosophie u. Didaktik, nebst 
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; an von B. G. TEUBNER in LEIPZIG — GAUTHIER-VILLARS in PARIS. 


_ Eneyclopödie des sciences mathematiques 
pures et appliquees. 


Publiee sous les auspices des Academies des sciences 


de Göttingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne 


avec la collaboration de nombreux savants. 


Edition francaise, 
redigee et publice d’apres l’edition allemande sous la direction de 
Jules Molk, professeur & l’universit& de Nancy. 





En sept tomes. gr. 8. 


Pin: Tome: vol, 1, fasc.I. [160 pag.] 1904. M4.— Tomel: vol.l, fasc. Il. 
[167 pag.]| 1907. 4M. 4.20. Tome I: vol. Ill, fasc. I. [96 pag.] 1906. 
M. 2.40. Tome I: vol. IV, fasc. 1. [160 pag.]| 1906. M4.— 


Durch die günstige Aufnahme veranlaßt, welche die deutsche Ausgabe dieses. 
monumentalen Werkes in Fachkreisen gefunden hat, und auf vielfache Anregungen 
hat sich die Verlagsbuchhandlung entschlossen, die Eneyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften in Gemeinschaft mit der Firma Gauthier-Villars in Paris auch in 
französischer Sprache erscheinen zu lässen. Das Werk wird, wie schon die erste 
. Lieferung zeigt, seitens der deutschen Bearbeiter viele Änderungen und Zusätze 
erfahren, und auch die französischen Mitarbeiter, sämtlich Autoritäten auf ihren 

‚Gebieten, haben eine gründliche Umarbeitung vorgenommen. Zum ersten Male dürfte 
. somit wohl hier der Fall eingetreten sein, daß sich bei einem so großen Werke die ersten 
Abs deutschen und französischen Fachgelehrten zu gemeinsamer Arbeit NeLMIERNEN haben. 
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Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, eos 


Literaturnachweise) von Ernst Pascal, ord. Professor an der ee zu Pavia. Ne 
Autorisierte deutsche Ausgabe von weil. A. Schepp in Wiesbaden. In 2 Teilen. 
I. Teil: Die Analysis. 2., neubearb. Auflage. Unter Mitwirkung von E. Pascal, sowie Baar “x 
Ph. Furtwängler, A. Guldherg, H. Hahn, F. Jung, A. Loewy, H. E. Timerding, herausg. TODE ET 
P. Epstein. |ca. 700 S.] 1908. Biegsam in Lnwd. geb.n. M. 12.— [Erscheint Ostern 1908.| ne 
II. Teil: Die Geometrie. [IX u. 712 8.] 8. 1902. . Biegsam in Lnwd. geb, n. M 12.— 


Der Zweck des Buches ist, auf einem möglichst kleinen Raul die wichtigsten Theorien der 
neueren Mathematik zu vereinigen, von jeder T'heorie nur so viel zu bringen, daß der Leser imstande ist, RE 
sich in ihr zu Orientieren, und auf die Bücher zu verweisen, in welchen er Ausführlicheres finden kann. ö 

Für den Studierenden der Mathematik soll es ein „Vademekum“ sein, in dem er, kurz zusammen- 
gefaßt, alle mathematischen Begriffe und Resultate findet, die er während seiner Studien sich angeeignet 
hat oder noch aneignen will. 

Die Anordnung der verschiedenen Teile ist bei jeder T'heorie fast immer dieselbe: zuerst werden 
die Definitionen und Grundbegriffe der 'Theorie gegeben, alsdann die Theoreme und Formeln (ohne 
Beweis) aufgestellt, welche die Verbindung zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen einge- 
führten Dingen oder Größen bilden, und schließlich ein kurzer Hinweis auf die Literatur über die 
betreffende Theorie gebracht. RB 


Vocabulaire Nathematigque. frangais-allemand et allemand-frangais Math- 


matisches Vokabularium, französisch-deutsch und deutsch-französisch. Enthaltend die 
Kunstausdrücke aus der reinen und angewandten Mathematik. Von Professor Dr. 
Felix Müller. [XV u. 316 S.] Lex.-8. 1900/1901. In Leinw. geb. n. M 20.— Wurde in 
2 Lieferungen ausgegeben: I. Lieferung. [IX u. 132 8.] 1900. geh. n. er 
II. Lieferung. [S. IX—XV u. 133—316.] 1901. geh. n. 4. 11.— 


Das V okabulerium enthält in alphabetischer Folge mehr als 12090 Kunstausdrücke aus der a 
und angewandten Mathematik in französischer und deutscher Sprache und soll in erster Linie eine 
Ergänzung der gebräuchlichen Wörterbücher für die beiden genannten Sprachen sein. In dem II., deutsch- 
französischen, Teil sind, ebenso wie im ersten, die zu einem und demselben Hauptworte gehörigen zu- he 
sammengesetzten Kunstausdrücke unter diesem Hauptworte vereinigt. So sind unter dem Artikel „Kurve* 
449 Kunstausdrücke zusammengestellt, in denen dieses Wort vorkommt. Jedem Adjektivum sind die- 
jenigen Hauptwörter in Klammern beigefügt, die mit ihm zu einem Kunstausdruck verbunden werden. j 
Da das Vokabularium zugleich als Vorarbeit zu einem Mathematischen Wörterbuche dienen soll, so sind Nie 
auch zahlreiche Nominalbenennungen aufgenommen, deren Anführung aus rein sprachlichem Interesse Mn 
überflüssig erscheinen dürfte. Z. B. Gaußsche Abbildung (einer Fläche auf eine Kugel) (Gauß 1827) 
inf. Geom.] representation de Gauss; Clairants Satz (über die geodätischen Linien auf Umdrehungs- 
flächen) (Clairant 1733) [inf. Geom.] th&or&me de Clairant. Aus den beigefügten Zusötzen ist zu ersehen, ur 
daß das Vokabularium mehr bietet, als der Titel erwarten läßt. 


Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Yon Moritz Cantor. ER, 


In 4 Bänden. I. Band. Von den ältesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 3. Auflage. 
Mit 114 Figuren im Text und 1 lithogr. Tafel. [VI u. 941 8.] gr. 8. 1907. geh. 
n. M 24.—, in Halbfranz geb. n. M 26.— U. Band. Vom Jahre 1200 bis zum 
Jahre 1668. 2., verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 190 Figuren im Text. 
IXH u. 943 Ss] gr. 8. 1900, geh. n.’M 26.—, in Halbfranz geb. n. M.283.— II. Band. 
Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1758. 2,, verbesserte und vermehrte Fe | 
In 3 Abteilungen. Mit 146 Figuren im Text. [X u. 923 S.] gr. 8 1901. gehn 
M. 25.—, in Halbfranz geb. n. M 27.— IV. Band. Von-1759 bis 1799. Bearbeitet 
von M. Cantor, $. Günther, V. Bobynin, A. v. Braunmühl, F. Cajori, E. Netto, G. Loria, 
V. Kommerell, 6. Vivanti, und C. R. Wallner. 1.—3. Lieferung. [S. 17, 0920 gr. 8. 
1907. geh. je n. M 5. 60. Lieferung 4 unter der Presse. 

„Einen hervorragenden Platz unter “den neueren Veröffentlichungen über die Geschichte Rn 
Mathematik nimmt die zusammenfassende Darstellung ein, die uns Moritz Cantor geschenkt hat. 

Mit rastlosem Fleiß, mit nie ermüdender Gedsla, mit der unverdrossenen Liebe des en 
der auch das scheinbar Geringe nicht vernachlässigt, hat Moritz Cantor dies kolossale Material gesammelt, 
kritisch gesichtet, durch eigene Forschungen ergänzt, nach einheitlichen Grundsätzen und einheitlichem A 
Plan zu einem Ganzen verschmolzen, und indem‘ er in seltener Unparteilichkeit bei strittigen Fragen, | 
deren die Geschichte der Mathematik sd viele hat, auch die abweichenden Ansichten zu Wort kommen. 
ließ, hat er ein Werk geschaffen, das die reichste Quelle der Belehrung, der Anregung für einen jeden ist, 
der sich über einen geschichtlichen Fragepunkt Rat holen, der an der Geschichte der Mathematik mi 
arbeiten will... .* (Aus den Göttingischen gelehrten Anzeigen. 1900. Nr. 3) FRE 


Mathematische Unterhaltungen und Spiele. Von. Dr. W. Ahrens in 
Magdeburg. [X u. 428 S.] ger. 8. 1901. In Leinwand geb. n. M. 10.— £ S“ 


Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflügelte und ungeflügelte Worte. 
Von Dr. W. Ahrens in Magdeburg. [X u. 522 8.) gr. 8. 1904. In Leinw. geb. n. 4 8.— N 


Der Verfasser der „Mathematischen Unterhaltungen“ hat uns mit einem neuen, AnaraHr | 
fesselnden und originellen Werke überrascht, welches man als einen mathematischen „Büchmann“ NE 
bezeichnen könnte, wenn es nicht neben aphoristischen Bemerkungen auch längere Briefe und Aus- Rn 
einandersetzungen brächte. Beginnt man zu lesen, so möchte man das Buch nicht aus der Hand legen, 
bis man zum Ende gelangt ist, und dann werden viele wieder von vorn beginnen. Jedem wird es Neues ° 
bringen, möge er noch so belesen sein . .. gerade das vorliegende Buch gibt einen tiefen Einblick 
in das Ringen der Geister, und manchem wird durch manche kurze, treffende Bemerkung ein 
Lieht über ganze Gebiete der Wissenschaft aufgehen ... Ein alphabetisches Sach- und. 
Namenregister erleichtert die Orientierung. (Prof. Dr. re 
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 Encyklopädie 
der En enisr Methemahk 


Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 


Dr. Heinrich Weber una Dr. Joseph Wellstein, 


Professoren an der Universität Straßburg i.,Els. 


In drei Bänden. 


| 1 Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 2. go Mit 
88 Textfiguren. [XVII u. 539 8.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. M. 9.60. 


"1. Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobs- 
thal. Mit 280 Textfiguren. [XIIu. 604 8.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. 4.12. — 
[2. Auflage unter der Presse.] 


Ill. Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein 
und R.H. Weber (Heidelberg). Mit 358 Textfiguren. [XII u. 666 8.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. n. M 14.— 


"Das Werk verfolgt das Ziel, den künftigen Lehrer auf einen wissen- 
schaftlichen Standpunkt zu stellen, von dem aus er imstande ist, das, was er 
' später zu lehren hat, tiefer zu erkennen und zu erfassen und damit den Wert 
' dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zü erhöhen. — Das Ziel dieser 
- Arbeit ist nicht in der Vergrößerung des Umfanges der Elementar-Mathematik 
zu ersehen oder in der Einkleidung höherer ‚Probleme in ein elementares 
Gewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Darlegung 


der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl für den Schüler selbst als für den 
Lehrer und Studierenden bestimmt, die neben jenen fundamentalen Betrach- 
1 tungen auch eine für den praktischen Gebrauch nützliche, wohlgeordnete Zu- 
y sammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 


{ 


. Zwei Momente müssen hervorgehoben werden, die dem Buche das Gepräge verleihen. 
ß Das eine liegt darin, daß, die grundlegenden Fragen der Geometrie eine eingehende Behandlung 
erfahren, in‘ einem Umfange, wie er in zusammenfassenden Werken sonst nicht anzutreffen ist. 

Das zweite Moment ist in dem Umstande zu erblicken, daß die Verfasser es nicht darauf angelegt 
haben, eine pragmatische Vorführung des üblichen Vorrats an geometrischen Sätzen, Konstruk- 
tionen und Rechnungen zu geben, sondern daß es ihnen mehr darum zu tun war, an aus- 
- gewähltem Material die wissenschaftlichen Methoden der Geometrie zur Geltung zu bringen und 
überall auf die ‘Grundfragen einzugehen. Ist so die theoretische Seite, namentlich in einigen 
Abschnitten, stark zum Ausdruck gekommen, so ist doch auch auf die "praktischen Bedürfnisse 
- Rücksicht genommen, die freilich erst mit dem dritten Bande ihre endgültige Befriedigung finden 
sollen; doch ist dafür an "verschiedenen Stellen, so in der Trigonometrie und in der analytischen 
Geometrie schon vorgearbeitet worden.... So darf der Inhalt des zweiten Bandes der „En-, 
 eyklopädie der Elementar-Mathematik“ als ein sehr reichhaltiger bezeichnet werden, der über die 
Grenzen dessen, was an der Schule geboten werden kann, erheblich hinausführt, der aber auch — 
' und das ist noch wichtiger und offenkundig der Hauptzweck des Werkes — eine Vertiefung des 
"geometrischen Wissens vermittelt. Jüngere Lehrer der Mathematik werden das- Buch gewiß oft 
und mit Nutzen zu Rate ziehen, namentlich wenn sie im Unterrichte zu prinzipiell wichtigen 


' Fragen kommen, um sich über die leitenden Gedanken zu orientieren. 


iR Eines verdient noch besonders hervorgehoben zu werden: das ist die reiche Ausstattung 
mit schönen, sehr instruktiv gezeichneten Figuren. Der schwierigen Vorstellung der verschiedenen 
- Formen sphärischer Dreiecke kommen die stereographischen Bilder der Euler’schen, Möbius’schen 


und ‚Study’ schen Dreiecke sehr zu statten.“ (Zeitschrift fürrdas Realschulwesen. 31. Jahrgang, Nr. 5.) 


00.00 9+..Daß ein Hochschullehrer von der Bedeutung des Verfassers die Elementar-Mathe- 
Ko matik von höherer Warte aus behandelt und mustergültig darstellt, ist selbstverständlich. Jeder 


I Lehrer, jeder Studierende muß das Werk, welches nicht nur in methodischer, sondern auch in 


systematischer Hinsicht von Bedeutung und daher eine wichtige Erscheinung der 


a6 Be enlaeen mathematischen Literatur ist, "besitzen und studieren.“ 


(Zeitschrift für lateinlose höhere Schulen. 15. Jahrgang. Nr. 8.) 


Ru y* .. Die Eneyklopädie will kein Schulbuch im gewöhnlichen Sinne des Wortes sein, ist 
iR aber zur Vorbereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den Lehrern der 


' "Mathematik dringend zu empfehlen, welche die bezüglichen Originalarbeiten nicht alle selbst 
studiert haben, sich aber doch orientieren wollen, wie vom Standpunkte der modernen 'Wissen- 


schaft die Begriffsbildungen, Methoden und Eutwicklungen der Elementar- Mathematik zu ge- 


w % stalten sind.“ (0. Färber im Archiv der Mathematik und Physik. 9. Jahrgang. Nr. Ei 
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